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PREFACIO

este ano comemoramos 20 anos da cole¢io Histéria da

Matemaitica para Professores! Foi durante o IV Semindrio
Nacional de Histéria da Matematica (SNHM), ocorrido na
cidade de Natal, no ano de 2001, que foram publicados os pri-
meiros titulos da cole¢do. A partir dai a Sociedade Brasileira de
Histéria da Matemadtica (SBHMat) considerou relevante para
a produgido de conhecimentos acerca das aproximagdes entre
histéria da matemadtica, histéria da Educa¢io Matemitica e
o ensino fossem elementos constitutivos dos minicursos dos
semindrios, gerando tal colegio.

Para a realizacio do XIV SNHM, o qual ocorrerd pela
primeira vez de modo on line, totalmente a distancia, devido
a pandemia provocada pelo novo Coronavirus (COVID-19),
foram selecionados 10 titulos envolvendo temdticas que con-
tribuem para a formagdo de docentes da Educagio Bésica e do
Ensino superior que estdo presentes no curriculo.

Mesmo a distincia, cada um na seguranca de seu lar, o
XIV SNHM ird promover todas as atividades que acontece-
riam de modo presencial, inclusive as oficinas de minicursos.
Os(As) autores(as) adaptaram seus conteidos para que pudes-
sem ser realizados nesse formato, mantendo a qualidade da
produgio de conhecimentos, peculiar a cole¢io.

Comemorar os 20 anos da Cole¢io Histéria da
Matemitica para professores, em um formato diferente, a dis-

tancia, nos mostra como os(as) professores(as) sdo profissionais



especiais em nossa sociedade e estdo sempre a procura de novos
saberes, novas competéncias e habilidades, mesmo em tempos
de pandemia.

O diretor da escola era um personagem
muito forte. Se realmente quiséssemos
algo, ela fazia acontecer. Sua menta-
lidade era muito positiva e otimista -
“vocé pode fazer isso, mesmo que vocé
seja o primeiro.” Acho que isso influen-
ciou bastante minha vida.

Maryam Mirzakhani

(Disponivel em https://mathshistory.
st-andrews.ac.uk/Biographies/
Mirzakhani/)

Cristiane Coppe e Moénica Siqueira

(Organizadoras)
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INTRODUCAO

matemadtica, enquanto disciplina do ensino bdsico, é funda-

mental na formagio do cidadio, pois permite o desenvolvi-
mento de seu pensamento critico, abstrato e de seu raciocinio
l6gico. Observando o seu contetdo e o modo como é minis-
trada na sala de aula, a matemdtica permeia dois extremos,
podendo se tornar ttil em situagdes cotidianas ou indesejavel
pelos estudantes — o que prejudica o processo de formagdo. O
professor, diante disso, lanca mio de estratégias que promo-
vem a compreensio da matemdtica e que agem como facilita-
doras da comunicagio entre professor e aluno para a produgio
do conhecimento.

O conteddo de anidlise combinatdria, trabalhado desde
os anos iniciais do sistema educacional (ensino fundamental
1) e aprimorado nos anos seguintes (ensino fundamental 2
e ensino médio), representa um desafio da matemdtica para
a compreensdo dos alunos, principalmente no ensino médio
(VASQUEZ; NOGUTI, 2004).

Castilhos (2015), aps pesquisas com alunos e professo-
res do ensino médio, traz, em seu trabalho, o baixo nivel de
desenvolvimento do raciocinio combinatério tanto no pro-
fessor como no aluno. Isso ¢ resultado, possivelmente, de um
aprendizado falho do professor quando estava em formagio e
do aluno logo nos anos iniciais, o que deprecia o ensino-apren-
dizagem na educagio bésica. O autor observou dificuldades de
interpretagio e a dependéncia de férmulas.
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Alves e Segadas (2012) também analisaram o desempe-
nho de discentes do curso de licenciatura em matemdtica da
Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFR]) na resolugido
de problemas de andlise combinatéria. Eles notaram que a
maioria dos erros dos licenciandos estd ligada 4 necessidade
de adaptar as solugdes as férmulas e ressaltaram que “essa pre-
feréncia, ou necessidade, sentimento de quase obrigatoriedade
de usar uma férmula, aparentemente, mostra que ha uma for-
malizagdo precoce das técnicas de contagem da anilise com-
binatéria” (ALVES; SEGADAS, 2012, p. 419). Nesse sentido,
ja na educacio basica, é preciso desvincular as resolu¢oes das
férmulas, focando na constru¢io do raciocinio combinatério.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), estabele-
cida desde 2018 pelo governo federal brasileiro como curriculo
fundamental a todos os alunos da educagio bisica, traz, para
0 4°,0 5° e 0 8° ano do ensino fundamental e também para
as trés séries do ensino médio, habilidades que abrangem pro-
blemas de contagem. Esses problemas envolvem a determina-
¢do do nimero de possibilidades de certo agrupamento ou da
quantidade de elementos de diferentes agrupamentos. Para os
anos iniciais, a BNCC propée o desenvolvimento da capaci-
dade de determinar a quantidade de agrupamentos possiveis
ao se combinar elementos, envolvendo diferentes estratégias
independentes de férmulas e pautadas pela interpretagio. Ao
longo dos anos, para o ensino fundamental 2 e médio, a pro-
posta é aprimorada, seguindo a ideia da progressio de habili-
dades (BRASIL, 2018a, 2018b).

A partir disso, ja é possivel propor, nos anos iniciais da
educagio, formas de “tratar” o problema do baixo desempenho
dos estudantes nesse conteido matemitico. Assim, a base do
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raciocinio combinatério poderd se solidificar, proporcionando
melhorias ao desenvolvimento desse conteido quando ele for
abordado nas séries finais da educacio bdsica e até mesmo no
ensino superior — conforme o caminho adotado pelo estudante.

No documento Pacto Nacional pela Alfabetizagio na
Idade Certa (PNAIC), hd uma indica¢do para os professores
dos anos iniciais usarem as tendéncias em educa¢io matema-
tica, inclusive a histéria da matematica: “Nao s6 os registros
precisam ser respeitados e valorizados, mas também o uso do
corpo. A histéria da matemdtica nos mostra a importincia
dos dedos para contar, das mios e dos pés para medir [...]”
(BRASIL, 2014, p. 21).

No documento dos Parimetros Curriculares Nacionais
(PCNs) da matemadtica, existe um tépico dedicado ao uso da
histéria da matematica como recurso pedagdgico, apresentado
como importante para o estudo da dinimica de produgio da
pluralidade cultural, associando histéria e sociedade (BRASIL,
1998).

Em duas passagens de seu texto, a BNCC traz comen-
tirios que citam a histéria da matemdtica como recurso de

ensino (2018a, p. 298):

Além dos diferentes recursos diddticos e materiais, como
malhas quadriculadas, dbacos, jogos, calculadoras, pla-
nilhas eletronicas e softwares de geometria dindmica, é
importante incluir a histéria da Matematica como recurso
que pode despertar interesse e representar um con-
texto significativo para aprender e ensinar Matemadtica.
Entretanto, esses recursos e materiais precisam estar inte-
grados a situagdes que propiciem a reflexdo, contribuindo
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para a sistematiza¢do e a formalizagdo dos conceitos

matemadticos (BNCC, 2018a, p. 298).

Cumpre também considerar que, para a aprendizagem
de certo conceito ou procedimento, é fundamental haver
um contexto significativo para os alunos, nio neces-
sariamente do cotidiano, mas também de outras areas
do conhecimento e da prépria histéria da Matematica

(BNCC, 2018a, p. 299).

Embora sejam passagens breves, é evidente a relagio
entre matematica e sociedade, principalmente se consideradas
as mudangas constantes pelas quais ambas passam e a maneira
como essas mudangas refletem uma sobre a outra.

Assim, se o publico escolar do século XXI, cada vez mais
conectado com a informagio, demanda novas formas de ensino
como complemento aos métodos tradicionais, no caso da and-
lise combinatéria, o professor pode explorar outros recursos
pedagdgicos. Entre os recursos progressivamente disponiveis e
estudados, pode-se buscar aquele que explica as fases de estudo
de um conteddo a partir de sua origem e de seu desenvolvi-
mento: sua histérial

O trabalho de Gaspar (2003) discute justamente os
beneficios e as formas de aplica¢io da histéria da matematica
durante as aulas no ensino bdsico como forma de melhorar
o processo de ensino-aprendizagem. A autora ressalta o cui-
dado necessario ao trabalho com essa histéria, o qual ampara o
levantamento de algumas questoes: como ¢ a histéria da and-
lise combinatéria? Existe uma tnica histéria? Como essa his-
téria ajuda na resolu¢do dos problemas de contagem?
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Ao longo das pesquisas para responder a essas perguntas,
observamos que pouco tem se estudado, discutido e publicado
sobre a histéria da andlise combinatéria, e menos ainda tem se
utilizado esse meio para o ensino. Com este livro, publicado
como resultado do trabalho de conclusio do curso de licen-
ciatura em matemdtica da primeira autora sob orienta¢do da
segunda, realizado e defendido em 2019, pretendemos preen-
cher parte dessa lacuna.

Para tanto, no capitulo 2 deste livro, apresentamos uma
perspectiva sobre os conceitos de andlise combinatéria em seu
formato atual e de histéria da matematica e uma reflexdo sobre
o uso da histéria como recurso metodolégico no ensino de
matemadtica em sala de aula. No terceiro capitulo, comentamos
alguns dos registros associados a constru¢io da andlise combi-
natdria, os quais destacaram-se no século XVII por meio dos
fragmentos das obras de trés cientistas: Bernard Frenicle de
Bessy (1604?-1674), Blaise Pascal (1623-1662) ¢ Gottfried
Wilhelm Von Leibniz (1646-1716), apresentados e discuti-
dos no quarto capitulo. Nesse mesmo capitulo, analisamos a
aplicabilidade das obras no ensino da andlise combinatéria. A
partir dessa andlise, utilizamos as obras selecionadas na pro-
ducio de atividades voltadas ao uso da histéria da matemadtica
como recurso diddtico para professores da educagio bdsica no
ensino dos principios da andlise combinatéria, apresentadas no
quinto capitulo.

As atividades propostas tém como publico principal os
alunos do 8° ano do ensino fundamental e estdo ligadas a
habilidade da BNCC de “(EFOSMAO03) Resolver e elaborar
problemas de contagem cuja resolu¢do envolve a aplica¢do do

principio multiplicativo.” (BRASIL, 2018a, p. 313), inserida
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na unidade temdtica Numeros. As atividades também podem
ser aplicadas a alunos da 22 e da 32 série do ensino médio,
seguindo a habilidade “(EM13MAT310) Resolver e elaborar
problemas de contagem envolvendo diferentes tipos de agru-
pamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo
e aditivo, recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de
arvore” (BRASIL, 2018b, p. 529). Considerando a importincia
do contato dos futuros professores com a histéria da mate-
matica durante o processo de formagio docente, as atividades
também sdo indicadas para discentes do curso de licenciatura
em matematica.

Destacamos que as atividades deste livro ainda estdo no
campo da proposi¢ao e nio foram aplicadas em sala de aula,
sendo passiveis de alteragio para o uso escolar. Sua estrutura
ndo procura normatizar ou “congelar” a forma de uso da his-
téria da andlise combinatéria no ensino, mas fornecer orien-
tacdes e propostas para o professor da educagio bdsica, visto
aqui como um pesquisador, para a adogio dessa metodologia
de ensino. E importante que o docente interessado em aplicar
as atividades reconheca a possibilidade, e até mesmo a necessi-
dade, de se realizar pesquisas e leituras preparatérias para além
dos capitulos deste livro. As atividades também podem reque-
rer adaptagoes a didatica do professor, as condig¢oes particula-
res de cada turma e 2 realidade da escola.

Os docentes leitores, e principalmente aqueles que apli-
carem as atividades em sala de aula, estdo convidados a entrar
em contato com as autoras por e-mail, informado nas paginas
finais do livro, para feedback, sugestdes e troca de experiéncias.



UM POUCO DOS CONCEITOS

2.1UMA VISAO DA ANALISE COMBINATORIA

Aanzﬂise combinatéria é o ramo da matematica voltado para
o estudo de metodologias para a resolu¢io de problemas
de contagem. Os métodos buscam agilizar a resolugdo de pro-
blemas sem que seja necessario contar as unidades uma a uma
(PAIVA, 2009).

Paiva (2009), Souza (2010) e Iezzi et al. (2013), em seus
livros didaticos destinados a 22 série do ensino médio, trazem
exemplos cldssicos em que se aplicam os métodos de and-
lise combinatéria para a determinagdo de possibilidades e a
tomada de decistes. Entre esses exemplos se encontra a deter-
minagio da quantidade de placas de automéveis que podem
ser formadas em certas condi¢oes; o nimero de possibilidades
de senhas de um site; o cdlculo de quantas maneiras é possivel
escolher nimeros para ganhar na Mega-Sena etc. Percebe-se,
nesses exemplos, que a combinatdria se ocupa em estudar pro-
blemas que envolvam o conjunto dos nimeros naturais e as
quatro operagdes bdsicas.

Os principios de contagem aditivo e multiplicativo fun-
damentam a resolu¢do de problemas de andlise combinatéria,
além de diagramas (ou drvore) de possibilidades e tabelas.

O principio aditivo da contagem parte dos resultados
da teoria dos conjuntos para calcular o nimero de elementos
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decorrentes da unido de dois conjuntos finitos, supondo os
eventos A e B com m e n elementos cada, respectivamente. Se
o evento A é composto por m maneiras distintas de ocorrer e
para cada uma dessas maneiras o evento B pode ocorrer de n
maneiras distintas, tem-se eventos excludentes e independen-
tes, isto €, ou ocorre um ou ocorre outro, e o total de maneiras
de ocorrer um evento ou outro ¢ igual a soma dos nimeros de
possibilidades de cada evento: m + n (PAIVA, 2009; PINTO,
2014).

O principio multiplicativo, mais conhecido como
Principio Fundamental da Contagem (PFC), envolve o pro-
duto entre os elementos dos eventos de um problema. Partindo
da mesma defini¢do dada aos eventos A e B no principio adi-
tivo, o principio multiplicativo focard no total de maneiras de
um evento ocorrer e o outro também. Esse total ¢ igual ao
produto dos nimeros de possibilidades de cada evento: m.n
(PAIVA, 2009; SOUZA, 2010).

Ambos os principios podem ser analisados para um
mesmo evento, composto por etapas. No primeiro principio,
as etapas do evento sio alternativas, e no segundo principio, as
etapas sdo sucessivas e independentes.

Nos problemas de contagem em que a resolugio ¢ tra-
balhosa, pode-se langcar mio de técnicas de agrupamentos
simples, como arranjos, permutagdes e combinacdes. Para o
desenvolvimento desses agrupamentos, parte-se do conceito
de fatorial de um nimero natural k, simbolizado por k! (k fato-
rial), calculado pelo produto desse nimero e de todos os seus
antecessores até a unidade: k.(k—-1) . (k-2). (k—=3) ..... 1.
Por convengio, 0! = 1 (IEZZI et al., 2013). O fatorial ¢ impor-
tante, pois o uso de produto de nimeros naturais consecutivos
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¢ muito frequente nos problemas de andlise combinatéria
(PAIVA, 2009).

De maneira geral, segundo Paiva (2009) e Iezzi et al.
(2013), nos problemas de arranjo simples (A), a ordem e a
natureza de 7 elementos em p agrupamentos importam no
cilculo do nimero de possibilidades, o qual é simbolizado por:

n!
(n — p)!

App =

Nos problemas de permutagio (P), um tipo de arranjo,
todos os 7 elementos dos agrupamentos sio ordenados, ou
seja, o nimero de elementos ¢ igual a0 nimero de agrupamen-

tos. A permutagio é simbolizada por:

B, = n!

Nas combinagées simples (C), a ordem dos 7 elementos,
tomados p a p, ndo importa, apenas a natureza. Essas combina-
¢oes sdo simbolizadas por:

n!

Crpouly = o n = p)l

Como serd verificado nos capitulos 3 e 4, muitos dos

estudos da andlise combinatéria do século XVII j4 caminha-

vam para a formaliza¢do dessas igualdades algébricas, ainda
que de forma incipiente, com foco no processo de contagem.

2.2 UMA VISAQ DA HISTORIA DA MATEMATICA

Como o préprio nome ji revela, a histéria da matema-
tica dedica-se ao estudo e & investigacdo de fatos que deram
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origem e desenvolveram conceitos matematicos e se baseia em
diferentes formas de registros de civilizagoes antigas. Miguel
e Miorim (2017), por meio de diversos interlocutores citados
em seu livro, destacam a importancia do caminho percorrido
pela matemadtica até se tornar a ciéncia de hoje. Os autores
defendem que esse tipo de abordagem possui potenciais peda-
gbgicos positivos para a sala de aula.

Embora Miguel e Miorim (2017) comentem sobre o
aumento da inser¢do da histéria da matemdtica em diversas
publicacbes brasileiras da drea, Moreira e Clareto (2011) cri-
ticam e trazem a discussdo aquilo que é observavel na grade
curricular de diversos cursos de matematica do Brasil — senio
todos: a falta da devida atencdo a histéria associada aos con-
teddos matemdticos. Normalmente, entende-se por um curso
de matemitica de qualidade aquele em que as disciplinas de
matemitica pura, com conteido demonstravel, recebem desta-
que. A disciplina de histéria se encontra isolada, sem associa-
¢do ao longo do ensino das demais disciplinas da matematica.
Segundo apresentado por Michael Focault (1926-1984) e
relembrado pelas autoras Moreira e Clareto (2011), o saber
engloba as demonstragdes, as reflexdes, as narrativas e a histéria.

Para Roque (2012, p. 15), “pode-se fazer histéria da
matemadtica por duas razdes: para mostrar como ela se tornou
o que ¢; ou para indicar que ela ndo é apenas o que nos fazem
crer que ¢”. Esses dois beneficios ficam claros para a sala de
aula quando surgem questdes sobre a necessidade de se estudar
um assunto especifico de matemadtica e sobre o porqué de tal
assunto exigir um raciocinio mais elaborado. Muitos foram os
processos que culminaram na formagio e no aprimoramento
de um conceito matemdtico, e a histéria da matemdtica é
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fundamental para mostrar a origem, os motivos e os estudiosos
envolvidos nesses processos, quando for possivel.

Diversos relatos de Moreira e Clareto (2011) mostram a
essencialidade da histéria e da histéria da matematica para se
entender a origem e as motivagdes que levaram ao desenvol-
vimento dos teoremas e das demonstragdes estudadas hoje. A
partir da histéria da construg¢io da matemdtica nos é permi-
tido questionar, desenvolver e compreender melhor a prépria
matemadtica. Contudo, deve-se ter cautela na pesquisa histé-
rica, jd que, em momentos do século XIX e inicio do XX, ela
foi tomada como ciéncia e registrada pelos superiores daquele
tempo conforme desejavam — o que é errado, uma vez que a
histéria é neutra e deve se basear em diversos documentos
cujas ideias convergem.

Movimentos criticos a essa forma de escrever a histéria,
como a Escola de Annales, foram extremamente importantes,
pois levaram os registros a novos rumos, saindo do politico em
dire¢do ao econémico. Em critica a esse tipo de registro, auto-
res influenciados por Friedrich Nietzsche (1844-1900) deram
destaque a histéria narrativa, constituida por diversas “verda-
des”. A ideia € abrir o leque de pesquisas em histéria, pensando
no perfil do leitor do futuro, ji que o tempo influencia em
sua interpretagdo. De todo modo, ainda que haja modelos de
construgdo da histéria, as impressdes de quem a relata sempre
estardo presentes no texto.

Indo ao cerne do livro, o uso da histéria da matemadtica
para o ensino bdsico pode promover nos alunos novas moti-
vagoes; esse processo os auxilia a construir um pensamento
critico, voltado a uma “aprendizagem inventiva” (MOREIRA;

CLARETO, 2011).
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Para Lopes e Ferreira (2013), a naturalidade do homem
em questionar sobre a origem de objetos e de fendmenos traz
vantagens ao uso da histéria da matemadtica no ensino bdsico.
Em uma sociedade tdo tecnolégica como a de hoje, de fato,
a pesquisa por respostas é cada vez mais recorrente, seja pela
facilidade de encontra-las, seja pelas intimeras fontes de infor-
magdo disponiveis. E exatamente nesse sentido que segue o
trabalho da histéria da matematica, colocando-a disponivel
para os docentes e discentes criarem caminhos que facilitem
a compreensio dessa disciplina. Contudo, nesse processo,
surgem as contradigdes, posto que hd uma dificuldade de se
encontrar documentos antigos completos que tragam registros
verdadeiros da histéria. Nessas pesquisas, exige-se muito cui-
dado para a adogio de fontes confidveis.

Com as limitagdes e as variabilidades das ferramentas
e dos documentos histéricos disponiveis, diversas formas de
aplicagdo da histéria da matematica em aula sio possiveis. Em
alguns casos, os Unicos registros encontrados revelam contet-
dos préximos ao formato atual. Dessa forma, ¢ possivel realizar
essas aplicagoes por meio de imagens dos registros em pedras
ou até pela interpretacio de textos originais de livros cientifi-
cos publicados em séculos passados. Pode-se propor, inclusive,
a resolugio de problemas do passado com os recursos da época
em contrapartida aos recursos atuais. Existem diversas possi-
bilidades para o uso da histéria, desde que se valorizem as fon-
tes originais, superando as histérias tradicionalmente inseridas
nos livros didéticos.
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2.2.1UMA INTERPRETAGAQ DO USO DA HISTORIA DA MATEMATICA EM SALA DE AULA
Segundo Kobiski e Joucoski (2008), a histéria da matemé-

tica, junto a etnomatemidtica e 2 modelagem matemdtica, estd
inserida no campo de pesquisa das Tendéncias da Educagio
Matemitica, que tem recebido, nos ultimos anos, destaque e
dedicagio de pesquisadores. Como consequéncia, espera-se
o crescimento gradativo de publicagbes na drea que intentam
expor novas metodologias para o trabalho em sala de aula.

Embora a BNCC (2018a) dé pouca atengdo a histéria
da matemitica, em 1998, os PCNs ji haviam dedicado uma
se¢do sobre o uso dessa abordagem como recurso ao ensino de
matemadtica em sala, defendendo que:

A Histéria da Matemadtica, mediante um processo de
transposi¢do diddtica e juntamente com outros recursos
diddticos e metodolégicos, pode oferecer uma importante
contribui¢io ao processo de ensino e aprendizagem em
Matemaitica. Ao revelar a Matemdtica como uma cria-
¢do humana, ao mostrar necessidades e preocupacoes de
diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos,
ao estabelecer comparagdes entre os conceitos e proces-
sos matemadticos do passado e do presente, o professor
tem a possibilidade de desenvolver atitudes e valores mais
favoréveis do aluno diante do conhecimento matemitico.
Além disso, conceitos abordados em conexdo com sua
histéria constituem-se veiculos de informagio cultural,
socioldgica e antropoldgica de grande valor formativo. A
Histéria da Matematica é, nesse sentido, um instrumento
de resgate da prépria identidade cultural. Em muitas situ-
agoes, o recurso a Histéria da Matematica pode esclare-
cer ideias matemadticas que estdo sendo construidas pelo
aluno, especialmente para dar respostas a alguns “porqués”
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e, desse modo, contribuir para a constitui¢do de um olhar
mais critico sobre os objetos de conhecimento (BRASIL,

1998, p. 34).

Com esse embasamento legal, elaborado hd pouco mais
de duas décadas, ¢ possivel reconhecer, na histéria da matema-
tica, um instrumento importante para o ensino da disciplina
de matemitica e para a resolu¢do de problemas em diversos
contextos e épocas, além de perceber sua relagio com outras
ciéncias.

Segundo Gressler (2004), a pesquisa histérica:

Reconstréi o passado, sistematicamente, verificando evi-
déncias e delineando conclusdes. Contribui para o conhe-
cimento do presente a luz dos acontecimentos passados.
Capacita o homem para prever, com certa seguranga, o
que vai lhe suceder no futuro. O foco da pesquisa hist6-
rica pode ser dirigido a um individuo, grupo, ideia, movi-
mento, institui¢do, etc. Mas nenhum destes elementos
pode ser considerado isoladamente (GRESSLER, 2010,
p.50).

Miguel et al. (2009) destacam o potencial pedagégico da
histéria da matemadtica no processo de ensino, cuja discussao
data do século XVII, com Alexis Claude de Clairaut (1713-
1765). Com a expansio das discussdes pelo mundo, diversas
justificativas para seu uso na educagio bdsica foram coloca-
das em pauta. Segundo John Fauvel (1947-2001) (1991 apud
Miguel et al., 2009), a histéria, entre outros fatores, motiva
os alunos no processo de aprendizagem, instigando a curio-
sidade e criando novas vises sobre o contetido, o que deixa a
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disciplina mais humana e apresenta os passos de construgio do
curriculo de matemitica.

De acordo com Lopes e Ferreira (2013), trés ganhos sur-
gem com o uso da histéria como recurso diddtico: reconheci-
mento de uma légica natural da matemdtica; motivagio para o
aprendizado; visdo da matemadtica agregada a outros curriculos.
E possivel perceber esses ganhos pensando de modo andlogo
ao reconhecimento do significado de uma palavra que precisa
de um contexto para ser integralmente compreendida. Com a
matemadtica, ndo é diferente; é necessdrio um contexto que jus-
tifique o uso de certas formalizagdes. Ao professor, permite-se
criar conexdes entre passado e futuro: “como tal problema foi
resolvido na sua época e como ele seria resolvido hoje?”.

A matemdtica jamais possuiu um unico formato. Isso
ainda é apontado como uma falha no curriculo bésico dessa
disciplina que, por vezes, congela modos de abordagens e con-
tetdos. E preciso reconhecer o caminho percorrido na cons-
trugdo da matemadtica a partir de diferentes culturas para se
chegar as formalizagdes conhecidas atualmente. Ao perceber
a matemdtica como uma manifestacio de povos e de culturas,
o aluno valoriza e se insere no processo de construgio dessa
disciplina. Embora isso seja mais evidente para disciplinas
como geografia e histéria, a matemadtica também é resultado
de mudancgas na sociedade ao longo do tempo, de suas his-
térias, suas culturas, sua politica e sua economia (LOPES;
FERREIRA, 2013).

Alguns professores entendem a histéria como perda de
tempo, mas nio seria ela uma forma de compreender os anti-
gos processos de abordagem do conhecimento matemdtico?
Sabendo a trajetéria, o aluno pode ficar mais interessado pelo
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aprendizado do conteido e o professor poderd, em alguns
casos, responder melhor a recorrente questdo de alunos: “por
que estudamos esse assunto? Onde vamos uséd-lo?”.

No trabalho de Barbin (2002) apud Dias (2014, p. 40),
nove pesquisas que aplicaram a histéria da matemdtica em sala
de aula mostraram resultados positivos, “os alunos perceberam
que a matemadtica nio era uma ciéncia congelada [...], mas ela
¢ viva e fruto da pesquisa, investigacdo e muitas vezes repleta
de duvidas e erros.”

Em concordancia com Moreira e Clareto (2011), a his-
téria da matemdtica pode ser uma ferramenta diferenciada do
ensino. Precisamos falar de histéria da matemadtica no ensino
bésico com sensibilidade, cuidado e atengdo. A matemitica se
modificou e se modifica com a sua histéria, camada a camada.

Para Lopes e Ferreira (2013), é importante perceber a
evolugio das ideias matemdticas no tempo para que se com-
preendam os objetivos de seus conceitos. Muito se tentou para
confirmar hipéteses — e muitas nio foram confirmadas. A cri-
tica 4 metodologia de ensino da matemadtica, até mesmo no
ensino superior, totalmente dissociada de outras disciplinas,
isolada e acabada, exibe a falta de conexdo e de valorizagio
do estudo de sua histéria. A construgio da matematica foi e
¢ totalmente dependente do tipo de ciéncia desenvolvida em
uma determinada época e das relagdes que se estabeleciam
naquele periodo. Os autores apontam como um erro usar a his-
téria apenas para pontuar casos isolados da matematica, como
aqueles ligados a descobertas e nomes, colocando que o saber
matemadtico é compreensivel apenas para um seleto grupo.

Nesse mesmo sentido, Mendes (2008) coloca que:



UM POUCO DOS CONCEITOS 25

A utilizagio da Histéria da Matemitica surge como uma
proposta que procura enfatizar o cardter investigatério do
processo de construgio do edificio matematico, podendo
levar os estudiosos dessa drea de pesquisa a elaboragio,
testagem e avaliagdo de atividades de ensino centradas
na utilizagio de informagdes histdricas relacionadas aos
tépicos que pretendem investigar. Ultimamente, o inte-
resse pela Histéria como ferramenta de ensino tem cres-
cido bastante em virtude da busca de contextualizagio e
insercdo da Matemitica em um meio e em uma época

bem definida (MENDES, 2008, p. 40).

Isso reforga que as atividades propostas devem aproveitar
documentos histéricos escritos importantes para a matema-
tica para reconhecer a forma de abordagem de um conceito no
passado. Ao professor, propde-se colocar o aluno em contato
com os “fatores do passado”, quando a matemitica, organizada
como conhecemos hoje, estava pouco desenvolvida e os con-
ceitos se formavam, em sua maioria, por meio de investigacdes.
Apoiar o ensino de matemdtica em sua histéria pode criar
caminhos para alcancar, em sala de aula, os objetivos pedagé-
gicos do processo de ensino-aprendizagem.

E preciso quebrar o mito de que a matemdtica é para pou-
cos, quando, na verdade, nos anos iniciais da educagio, ela foi
apresentada a poucos. Apenas o “homem branco da elite” era
capaz de construir a matemdtica que conhecemos. O problema
¢ que, por vezes, tém-se registros histéricos apenas desses
homens. Quando os alunos descobrem a matemitica africana
ou chinesa, feita por homens e por mulheres e de povos com
pouco ou nenhum dos recursos possuidos pelos europeus,
comeg¢am a enxergar o valor de sua origem e de sua identidade
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cultural. Na escola, a abordagem da histéria matemdtica pode
auxiliar na reducdo do bloqueio psicoldégico construido sobre
essa disciplina, pois permite ao aluno se inserir no contexto de
diversas formas. Pode-se abordar, por exemplo, a etnomatema-
tica (LOPES; FERREIRA, 2013).

Toda a discussio volta-se para a tentativa de melhorar a
relacdo entre aluno-disciplina, especificamente com a mate-
matica, que é tio “temida”. Contudo, introduzir a histéria na
educagdo bésica ndo é simples, pois exige do docente estudo,
pesquisa, for¢a de vontade e trabalho. Mais dificil ainda serd
se a histéria da matemdtica ndo for abordada com a sua
devida importincia no curso de formagdo de professores de
matematica.

Nesse interim, para a construgdo das atividades apresenta-
das neste livro, seguiu-se a mesma linha de pesquisa dos traba-
lhos de Mendes (2008), Martines e Bonfim (2011) e Oliveira
e Alvim (2020), sendo pesquisadas, apresentadas e solicitadas
a resolugdo dos problemas de contagem publicados em tra-
balhos cientificos de trés cientistas do século XVII: Bernard
Frenicle de Bessy (1604?-1674), Blaise Pascal (1623-1662) e
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716). Vale lembrar
que, no século XVII, a ciéncia estava fortalecida com a exis-
téncia de universidades, de sociedades cientificas e de revistas
para a publicagio de resultados. Com isso, o estudo da andlise
combinatdria jd se aproximava do estudo atual, embora ainda
nio fossem apresentadas férmulas prontas.

Para a elaboragio das atividades, foram seguidas as reco-

mendagoes de Mendes (2008), de que:
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as atividades histéricas devem ser elaboradas de modo a
imprimir maior significa¢do 4 matemadtica escolar, pois o
conhecimento histérico pode estar implicito nos proble-
mas suscitados na atividade ou explicito nos textos his-
téricos resgatados de fontes primdrias (textos originais,
documentos ou outros artefatos histéricos) ou secundd-
rias (informagoes de livros de Histéria da Matemitica ou

de livros paradidaticos) (MENDES, 2008, p. 40).

Dias (2014) acrescenta que o uso de fontes primarias, no
contexto da histéria da matemadtica em sala de aula, fortalece a
tomada de consciéncia sobre o que ¢ matematica, permitindo a
andlise dessa disciplina em diferentes épocas e contextos.

Nesse sentido, as atividades apresentadas neste livro pro-
poem o uso dos escritos originais dos cientistas para a apren-
dizagem da resolucio de problemas de contagem. Ressaltamos
que ndo temos a intengdo de destacar ou de valorizar apenas
os estudos dos cientistas do século XVII, mas informamos que
esses escritos originais foram os dnicos encontrados disponi-
veis na integra e passiveis de leitura e de tradugio para a reali-
zagdo das atividades no formato apresentado neste livro.

A adequagio das atividades aos alunos do 8° ano do
ensino fundamental se ampara na habilidade da BNCC
“(EFO8MAO03)" Resolver e elaborar problemas de contagem
cuja resolugdo envolva a aplicagio do principio multiplica-
tivo.” (BRASIL, 2018a, p. 313). E importante ressaltar que as

atividades também podem ser aplicadas aos alunos do ensino

1 EFO08MAO3A — Significado das siglas: EF = ensino fundamental; 08 = 8°
ano; MA = matemitica; 03 = numeragio sequencial das habilidades do ano

(BRASIL, 2018a, p. 30).
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médio, segundo a habilidade “(EM13MAT310)* Resolver e
elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes tipos
de agrupamento de elementos, por meio dos principios mul-
tiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas como o
diagrama de drvore” (BRASIL, 2018b, p. 529).

Para além do curriculo, as atividades propostas voltam-
-se a uma faixa etdria em que se encontram os alunos do 8°
ano, entre 12 e 13 anos. Conforme relembra Terra (2005), no
estudo de Jean Piaget (1896-1980) sobre os estdgios de desen-
volvimento humano, ¢ dos 12 anos em diante que o individuo
se encontra na fase de ampliagdo das capacidades conquistadas
até entdo, sendo capaz de reconhecer o abstrato e de desen-
volver opera¢bes mentais e 16gicas. Pela tese de Piaget, é nessa
fase em que se alcanca o equilibrio intelectual que serd man-
tido na vida adulta (TERRA, 2005). Dessa maneira, ¢ interes-
sante aproveitar esse momento especial do desenvolvimento
cognitivo para a abordar a histéria da matematica.

Miguel e Miorim (2017) destacam a caréncia de estudos
na drea de educa¢do matemdtica que sejam substanciais a edu-
cadores e pesquisadores iniciantes. Eles defendem a necessi-
dade de produtos apoiados nas novas tendéncias curriculares
dos ensinos fundamental, médio e superior.

De fato, apés serem realizadas pesquisas na drea para
a construgio deste texto, poucas informagdes histéricas
confidveis foram encontradas e verificou-se uma falta de

2 EM13MAT310 - Significado das siglas: EM = ensino médio; 13 = a habi-
lidade pode ser desenvolvida em qualquer série do Ensino Médio; MAT =
matemadtica; 310 = 3 indica que a habilidade est4 relacionada & 3* compe-
téncia especifica de matemdtica e 10 indica sua numeragio sequencial no
conjunto de habilidades relativas a cada competéncia da BNCC (BRASIL,
2018b, p. 34).
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detalhamento sobre a histéria da andlise combinatéria, se
comparada a documentagio histérica dos contetdos de geo-
metria, dlgebra e aritmética, por exemplo, além de poucos estu-
dos recentes voltados ao assunto. Com isso, considerando que
a andlise combinatéria abrange problemas de contagem que
podem ser resolvidos com operagoes simples de adi¢do e de
multiplicagio, a histéria apresentada aqui trata do pensamento
aritmético e combinatério.






HISTORIA DA MATEMATICA E A ANALISE
COMBINATORIA: UMA POSSIBILIDADE DE ENLACE

Embora a andlise combinatéria, nos moldes como a conhe-
cemos hoje, repleta de férmulas, seja relativamente recente
na matemdtica, os problemas de contagem que estio ligados a
aritmética surgiram na Antiguidade. Para Eves (2004, p. 25),
“usualmente se considera a matemdtica mais antiga aquela
resultante dos primeiros esforgos do homem para sistematizar
os conceitos de grandezas, forma e nimero.” Por isso, parte-se
do conceito de numero e dos primeiros processos de conta-
gem para investigar a histéria da matemitica e, consequente-
mente, da andlise combinatéria. Este contetddo € resultado de
estudos sistemdticos dos métodos de contagem, que partiram
da necessidade de contar os elementos de um agrupamento
ou a quantidade de agrupamentos formados sob condi¢des
pré-estabelecidas.

Eves (2004) apresenta que as contagens tiveram inicio
antes mesmo dos primeiros registros histéricos, sendo apri-
moradas com a evolu¢do das comunidades humanas para
determinar diversas quantidades. Com o aperfeicoamento
da necessidade de contar, houve uma melhora do sistema de
registro das contagens nos diferentes povos. Os escribas e os
sacerdotes egipcios usavam hierdglifos (Figura 1) para repre-
sentar seu sistema de numeragao, baseado na ideia de agrupa-
mentos simples.
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Figura 1: Sistema de numeragio egipcio (hierdglifos egipcios).
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Fonte: IFRAH, 1997.

Nesse sistema, simbolos especificos representavam certos
numeros, os quais eram agrupados para formar outros nime-
ros. Este sistema evoluiu para o sistema de agrupamentos mul-
tiplicativos com os chineses e os japoneses (EVES, 2004).

Dentre os diversos estudiosos apontados pela histéria que
estavam envolvidos no processo de construgio e de formaliza-
¢do da andlise combinatéria, alguns se encontram envolvidos

no contexto de probabilidade ligado aos principios de conta-

gem (FONSECA, 2015).

Em algum momento da histéria, com a estabiliza¢do das
civilizagbes e por praticidade, o nimero e a contagem se fize-
ram necessirios na agricultura, na criagio de animais, entre
outras atividades. S6 o homem possui tal capacidade de con-
tar, de associar algo abstrato a cole¢bes de objetos (BASTOS,
2016). Com o aperfeicoamento dos sistemas, imagina-se que,
na Antiguidade, os problemas de contagem surgiram para dar
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solu¢do também a diferentes tipos de jogos, quantificando
possiveis resultados.

Dentro da histéria da andlise combinatéria, Bastos (2016)
relembra as contribui¢des egipcias, registradas em seus papi-
ros e nas paredes das pirdmides, com problemas cuja resolu-
¢do pode se apoiar no Principio Fundamental da Contagem
(PFC).

Os gregos também contribuiram, com nomes como
Euclides de Alexandria (325 a.C. - 265 a.C.), que escre-
veu sobre os coeficientes do desenvolvimento do bindmio, e
Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.), que publicou
o Stomachion (estdbmago, em grego; Figura 2) — semelhante a
um quebra-cabe¢a com quatorze pecas planas que envolve o
raciocinio combinatério para reconhecer as diferentes possibi-
lidades de encaixe das pegas.

Figura 2: Stomachion apresentado por Arquimedes.
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Fonte: BASTOS; VICTER; LOPES, 2016.

Os chineses contribuiram com o seu sistema de numera-
¢do, com os quadrados mégicos (Figura 3), com a representa-
¢do do tridngulo aritmético e com célculos de raizes quadradas
e cubicas. Os indianos colaboraram com seu sistema de
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numeragio e seus livros de combinatéria e do tridngulo arit-

mético (BASTOS, 2016).

Figura 3: Quadrado magico de Lo Shu, de ordem 3, soma 15.
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Segundo Katz (2009), os primeiros registros de combi-
nagdes com um significado conhecido atualmente apareceram
na India, embora nio existam evidéncias consistentes para tal
afirmagio. Um tratado médico indiano do século VI Antes da
Era Comum (A.E.C.) apresenta o total de combinag¢des que
podem ser feitas com seis gostos distintos, amargo, azedo, sal-
gado, adstringente, doce e quente, sob diferentes agrupamen-
tos. Ja no século VI da Era Comum (E.C.), ha registros de um
trabalho do matemdtico e astrdbnomo indiano Varahamihira
(505-587) sobre combinagées de 16 substancias agrupadas de
4 em 4 (C;*) para a produgio de perfumes. Cerca de trés sécu-
los depois, formaliza¢des comegaram a surgir com o indiano
Mabhavira (800-870), que apresentou um procedimento (f6r-
mula) para calcular o nimero de combinagdes, embora nio
haja informagdes sobre o contexto em que essas combinagdes

foram contabilizadas (KATZ, 2009).
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Com isso, jd se tinha conhecimento, na India do século
IX, sobre as férmulas para cdlculos de combinagdes e de per-
mutagdes, sendo que as evidéncias formais dessas férmulas
aparecem apenas no século XIII. Estudiosos indianos como
al-khalil ibn ahmad (717-791) que desejou quantificar as
palavras que poderiam ser formadas com 2, 3,4 e 5 letras do
alfabeto drabe de 28 letras, se interessavam pela andlise com-
binatéria (KATZ, 2009). Esse mesmo autor comenta, ainda,
que os métodos de contagem indianos também estavam nas
possiveis solu¢oes de sistemas de equagdes com 10 incégnitas.
Mais longe ainda foi Ahmad al-Abdari ibn Mun'im (?-1228)
ao apresentar o cdlculo do nimero de combinagées de p ele-
mentos de um conjunto de 7 elementos. No contexto indiano,
Katz (2009) mostra que houve a necessidade de se determinar
as possiveis combinagdes para produzir Tassel® de seda de dife-
rentes cores a partir de 10 opg¢des distintas.

Segundo Katz (2009), Abul-’Abbas Ahmad al-Mar-
rakushi ibnal-Banni (1256-1321), sucessor de ibn Mun’im, no
Marrocos, foi quem reutilizou a férmula do padrio multiplica-
tivo para encontrar combinagdes e permutagdes que ja haviam
sido usadas na India. As combinacGes, nesse caso, eram trata-
das para além de situagdes reais, voltadas ao abstrato. Préximo
ao periodo de vida de ibnal-Banna, as férmulas de permuta-
¢do também foram estudadas pelo francés Levi ben Gershon
(1288-1344), na Europa.

Tavares e Brito (2005) apontam Blaise Pascal (1623-
1662) como um dos precursores da andlise combinatdria, com
um tridngulo formado por nimeros, além de outros pesqui-
sadores conhecidos que estudaram o assunto, como Pierre de

3 Ornamento para acabamento de tecidos e roupas.
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Fermat (1601-1665), Bernard Frenicle de Bessy (1604?-1674),
Christiaan Huygens (1629-1695) e Gottfried Wilhelm von
Leibniz (1646-1716).

Antes mesmo desses estudiosos, Katz (2009) relata o
interesse da combinatéria pela comunidade judaica em escri-
tos do século VIII da Era Comum para calcular as maneiras de
se organizar as 22 letras do alfabeto hebraico. O interesse nesse
cilculo era voltado a questdes religiosas, sob a defesa de que
Deus criou os elementos do mundo para serem combinados.
Com um olhar voltado para a astronomia, Katz (2009) afirma
que o rabino e filésofo espanhol-judeu Abraham ben Meiribn
Ezra (1090-1167) apresentou o nimero de possiveis combi-
nagdes (conjungdes) dos sete “planetas” (incluindo o Sol e a
Lua). A crenca da época era que essas combinagdes exerciam
influéncia na vida do homem.

Para valorizar esses estudos e registros, concorda-se com
o que é defendido por Miguel et al. (2009, p. 16) no livro
sobre a histéria da matemdtica no ensino de geometria e de
trigonometria:

A histéria da matemadtica [...] coloca muitas questoes
acerca das concepgdes de verdade, de rigor, de demons-
tra¢do, de definigoes e de sistemas de registros de repre-
sentagdo [...] nos incita a aprofundar nossas reflexdes
enquanto professores de Matemdtica que se propdem

educadores (MIGUEL et al., 2009, p. 16).

Para Fonseca (2015), a andlise combinatéria ensinada
apenas usando férmulas revela-se um conteddo de dificil
abordagem para alunos e professores. Pesquisas no assunto
vém, portanto, para apoiar o ensino desse conteido, em uma



HISTORIA DA MATEMATICA E A ANALISE COMBINATORIA: UMA POSSIBILIDADE DE ENLACE 3/

tentativa de minimizar a dificuldade na aprendizagem. O autor
ressalta que ainda sdo poucas as pesquisas sobre a histéria rela-
cionada 2 andlise combinatéria, embora, como mencionado,
tenham-se relatos do surgimento dos métodos de contagem
desde o desenvolvimento de sistemas numéricos.

No trabalho de Silva, Silva e Silva (2016), a ideia foi ali-
nhar passado e presente na aplicagio de atividades de combi-
natéria baseadas na histéria da matematica para alunos da 32
série do ensino médio, modalidade EJA, de uma escola esta-
dual da Paraiba. A conclusio principal dos autores, enquanto
professores de matematica, é, certamente, uninime para as pes-
quisas da drea: “Os dados revelaram que contextualizar histo-
ricamente os contetidos, possibilita que os discentes percebam
a importancia e a utilidade daquilo que estudam, quebrando a
concep¢do que a matemdtica estd pronta e acabada.” (SILVA;
SILVA; SILVA, 2016, p. 1)

Essa ¢ a principal base para o uso da histéria da mate-
matica como ferramenta de ensino. Enxerga-se o aluno no
direito que conhecer como a andlise combinatéria era estu-
dada no passado e quais as semelhangas entre esses estudos e
a forma como ela é conhecida atualmente. O conhecimento
da interpretagdo dos conceitos no passado para a construgio
de tal contetido pode abrir caminhos para as interpretagdes de
problemas atuais.






SECULO XVII: CONTRIBUICOES DE TRES
PERSONAGENS EUROPEUS

Aseguir, apresentamos uma breve histéria de vida dos cien-
tistas citados nas atividades apresentadas neste livro, dando
destaque aos fragmentos de interesse das obras seleciona-
das para posterior apresenta¢io das atividades propostas. O
reconhecimento da vida dos cientistas intenciona mostrar o
contexto em que viveram. A selecdo dos autores se baseia nos
registros histéricos da matematica disponiveis na integra para
uso, os quais mostram a participagio desses cientistas no estudo
da anélise combinatdria e o alinhamento de seus escritos entre
si. Contudo, o principal motivo que nos levou a essa selegio é o
fato de ndo existirem publicagbes de atividades baseadas neste
conjunto de obras especifico, no formato proposto neste livro,
que valoriza os escritos originais. A apresentag¢io dos trés auto-
res e de suas obras segue a ordem de suas datas de nascimento.

4.1BERNARD FRENICLE DE BESSY (1604?-1674)

O matemitico amador Bernard Frenicle de Bessy nas-
ceu por volta de 1604 e faleceu em 1674, em Paris, Franga.
Segundo O’Connor e Robertson (2014), existem poucos regis-
tros sobre a vida e os feitos de Frenicle*. Até onde os autores

indicam, Frenicle possuia formagdo em direito e, junto ao seu

4 Neste texto, utiliza-se o sobrenome Frenicle diante de sua predominancia
nas publicagdes sobre esse cientista.
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pai e ao seu irmio, ocupava um cargo oficial importante no
Tribunal de Monnais’, em Paris. Registros indicam a ocor-
réncia de correspondéncias entre Frenicle e René Descartes
(1596-1650), Christiaan Huygens (1629-1695), o monge
francés Marin Mersenne (1588-1648) ¢, especialmente, Pierre
de Fermat (1607-1665). Em suas correspondéncias, discutiam
assuntos sobre fisica, matemitica e principalmente sobre a teo-
ria dos nimeros e a trajetéria de um corpo em movimento.
Alguns historiadores afirmam que Frenicle se destacou por
resolver, de forma rdpida e precisa, diversos problemas mate-
miticos, a maioria deles proposto por Fermat (O’'CONNOR;
ROBERTSON, 2014).

Quase 20 anos apés seu falecimento, em 1693, foram
publicados quatro livros de sua autoria, intitulados Divers
ouvrages de mathématique et de physigue (Virios Trabalhos
de Matemitica e Fisica; Figura 4). Além de Frenicle, esse
livio compila escritos de outros seis cientistas franceses:
Gilles Roberval (1602-1675), Jean Picard (1620-1682),
Edme Mariotte (1620-1684), Adrien Auzout (1622-1691),
Christiaan Huygens e Ole Christensen Remer (1644-1710).

As publicagdes de Frenicle denominadas Des guarrez
magiques (Quadrados mdgicos, p. 423-483) e Tuabela générale
des quarrez magiques de quatre de coté (Tabela geral dos qua-
drados mdgicos de quarta ordem, p. 484-507) falam sobre
quadrados madgicos. Nessa tltima publicagdo, Frenicle apre-
sentou 880 quadrados migicos de ordem 4 e métodos de
construir quadrados magicos de qualquer ordem, mostrando a

5  Institui¢do do governo francés responsivel pela produgio das moedas de
escudo (moeda da Franga no século XVII).
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conexdo entre Frenicle e a anilise combinatéria (O’'CONNOR,;

ROBERTSON, 2014).

Figura 4: Folha de rosto da obra Divers ouvrages de mathématique

et de physique (1693), da Academia Real de Ciéncias de Paris.

DIV ERS

'OUVRAGES }
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- e — |
[ e AN
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M DC XCIIL

Fonte: Académie Royale des Sciences, Paris, 1693.

Para Martines e Bonfim (2011, p. 32), “o significado dos
quadrados magicos é que eles fornecem os primeiros exem-
plos de uma importante faceta da combinatéria moderna — o
estudo dos mecanismos que satisfacam as condi¢oes atribui-
das”. Com isso, o quadrado trabalha com a ideia de arranjo, em
que a ordem de disposi¢do dos nimeros importa.

Outros manuscritos de destaque de Frenicle, que também
falam sobre anilise combinatéria, denominam-se Methode
pour trouver la solution des problémes par les exclusions (Método
para encontrar a solu¢do de problemas por exclusdes, p. 1-44)
e Abregé des combinaisons (Combinagdes abreviadas, p. 45-64),
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que sdo tratados publicados na obra Divers ouvrages de mathé-
matique et de physique (Figura 4). As publicacdes que estdo nessa
obra foram feitas em nome da Académie Royale des Sciences de
Paris, da qual Frenicle foi membro fundador (O’CONNOR,;
ROBERTSON, 2014).

Portanto, a obra une publicagdes dos principais cientistas
franceses do século XVIIL. E uma cole¢io de 31 tratados, consi-
derados de destaque, da Academia Real de Ciéncias da Franca,
fundada em 1666. Entre os membros fundadores estavam,
além de Frenicle, Roberval, Huygens e o astronomo Picard
(O'CONNOR; ROBERTSON, 2004). As contribui¢cdes de
Frenicle de Bessy para a anilise combinatéria tornaram os tra-
tados Abregé des combinaisons e Des quarrez magiques a base
para a construgio das atividades propostas neste livro.

Analisando o preficio da obra Divers ouvrages de mathé-
matique et de physique, nota-se que os escritos sdo da Academia
de Ciéncias da Franca sobre os fatos que precederam a sua
publicagio e alguns comentdrios sobre o conteido de cada
tratado. Com o falecimento de Frenicle e de Roberval, os
manuscritos originais dessa obra ficaram com Picard, sendo,
posteriormente, transmitidos a Philippe de la Hire (1640-
1718), o qual escolheu os tratados de Frenicle como os pri-
meiros a serem apresentados (O’'CONNOR; ROBERTSON,
2014). A Academia destaca ao leitor que se deve ter cuidado
ao analisar os contetidos de geometria de Roberval, pois eles
contém erros.

Frenicle ¢ o autor da primeira publica¢do da obra Methode
pour trouver la solution des problémes par les exclusions e trata da
criacdo de regras para a resolugdo de problemas envolvendo
tridngulos retingulos, apresentando 10 exemplos que nio sio
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de interesse deste livro por serem problemas de geometria. J4
na segunda publicagio de Frenicle (Abregé des combinaisons),
¢ possivel encontrar diversos exemplos de combinagdes, que
serdo comentados.

As anilises de duas das publicagées de Frenicle de Bessy
(Abregé des combinaisons e Des quarrez magiques) em um mesmo
livro foram feitas a partir da versdo original escrita em francés
e publicada em 1693, que se encontra disponivel na internet
(ACADEMIE ROYALE DES SCIENCES, 1693). Foi feita

uma tradugio prépria.

4.11 ABREGE DES COMBINAISONS E DES QUARREZ MAGIQUES:
POSSIBILIDADE DE USO EM SALA DE AULA

No inicio de seu texto, ¢ possivel notar que Frenicle des-
creve a base principal da combinagio de elementos. Assim,
tomadas duas maneiras distintas de se desenvolver uma ati-
vidade, que ele chama de conjungdes, o total de possibilida-
des serd o produto entre essas duas maneiras. Se houver uma
terceira maneira diferente das anteriores, faz-se o produto das
trés, e assim por diante. Essa descri¢do é compativel com o
conceito do Principio Fundamental da Contagem (PFC), que
trata do produto entre as etapas da quantificacdo de possibi-
lidades que ocorrem de forma independente umas das outras.
Por isso, Frenicle comenta que a segunda combinagao ja pode
ser tratada como a combina¢io de mudanga, assim como
a terceira e as demais que ocorrerem em dada situagdo. Ele
refor¢a que esse produto deve ser feito de forma organizada,
trazendo exemplos: “de quantas maneiras pode ser arranjado
um determinado nimero de soldados?”, “de quantas formas
diferentes podem ser feitas determinadas figuras?”, ou ainda
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“quantos podem ser os anagramas de um conjunto de letras (se
eles podem ser pronunciados ou nio)?”.

A partir dessas questdes, Frenicle comenta que devem
ser consideradas as variedades de disposi¢oes dos elementos,
considerando o uso de 6 letras para compor anagramas, por
exemplo. Se houve alguma letra repetida, a quantificagio das
maneiras ird mudar em rela¢io a uma situagdo com todas as
letras distintas. Ele exemplifica isso com a combinagdo de
homens em diferentes posi¢des, explicando que as variedades
devem ser separadas, j4 que um homem nio pode estar em dois
lugares a0 mesmo tempo.

Nessa apresentacio do conteido, entende-se que Frenicle
discute o cuidado em se quantificar maneiras, considerando as
excegbes antes de realizar as operagdes. Nesse caso, podemos
exemplificar com a determinac¢do da quantidade possivel de
numeros com 3 algarismos distintos. Como desejamos nime-
ros de 3 algarismos, o 0 ndo podera ocupar a casa das cente-
nas, entdo a quantificagio das combinac¢des comega por essa
excegao.

Sob o titulo “Combinagio de ordem” (Combinaiton
dordre, p. 45), Frenicle comega a quantificar a posi¢io de ele-
mentos. Ele mostra que se existem dois elementos para serem
dispostos em duas posi¢des, sé existem 2 possibilidades para
cada, isto ¢, ou na primeira ou na segunda posi¢do. Entéo, a
quantidade seria o produto de 2 por 1. Em seguida, Frenicle
apresenta o fatorial dos nimeros naturais de 1 a 22 por meio
do que ele chama de “tabela” (Figura 5).

Embora Frenicle nio tenha usado o termo “fatorial”, ele
explana que as combinag¢ées de um nimero de elementos sio
resultado do produto entre o nimero de elementos que se
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deseja pelo nimero de combinagdes da quantidade de elemen-

tos anterior.

Figura 5: Fragmento 1 de Abregé des Combinaisons, de Frenicle de Bessy, pg. 46.
ABREGE DES COMBINAISONS.
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Fonte: Académie Royale des Sciences, Paris, 1693.

Em seguida, ele apresenta as formas e a quantidade de
maneiras de se dispor as letras o, 4, i e ¢, formando anagramas.
Ele consegue determinar que, como todas as letras sdo distin-
tas, existem 4.3.2.1 = 24 maneiras distintas de se combin4-las.
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Essa parte do texto foi utilizada na elaboragio do exercicio 3.2
(Figura 31).

Partindo do exemplo das 4 letras, é mostrado que o mesmo
vale para o caso com 5 letras e 6 letras, que terdo 120 e 720
combinagbes possiveis, respectivamente. Entretanto, Frenicle
ressalta que o modo de cédlculo para a determinagio das com-
bina¢ées quando algumas letras se repetem ¢ diferente. Para
explicar, ele utiliza a palavra ebene, traduzida como “nivel” para
o portugués. Nesse caso, como a letra ¢ se repete trés vezes, ele
afirma que as combinagbes sdo determinadas pelo quociente
entre a combinagio das cinco letras e a combinagio de trés, ou
seja, 120 dividido por 6, resultando em 20 combinagdes. Aqui,
Frenicle estd usando a regra da permutagio com repetigo, que
conhecemos hoje por:

X3z n!

T oxlylzl

Em que 7 é a quantidade de elementos a serem permu-
tados e x, y e z s@o os nimeros dos elementos que se repetem
dentre o total. Essa parte do texto de Frenicle foi usada no
exercicio 4.1 (Figura 33).

Sob o titulo “Combinacio geral” (Combinaison générale, p.
48), Frenicle traz uma secio dos casos em que as combinagdes
sdo determinadas pela poténcia do nimero de elementos. Seu
exemplo mostra as possiveis cartas que podem ser retiradas
em um jogo, com reposi¢do. Em um baralho com 36 cartas, se
forem retiradas 12, uma de cada vez, com reposi¢ao, a possibli-
dade total de combinagdes das cartas serd a 122 poténcia de 36,
pois sempre haverd 36 cartas a serem retiradas. Essa parte da
obra foi usada no exercicio 3.3 (Figura 32).
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Na se¢do sobre combina¢io de mudanga ou de escolha
(Combinaison de changement ou de choix, p. 49), Frenicle explica
que quando existem vérios elementos semelhantes, hd pouca
varia¢io de ordem na constru¢io das combinagdes. Para exem-
plificar, ele coloca que se tivermos quatro letras diferentes,
serdo 24 combinagbes, porém, se nessas quatro houver duas
iguais e outras duas diferentes, como 4, 4, 4, ¢, teremos 12 com-
binagées. Isso segue para 4, 4, 4, 4, que resulta em 4 combina-
¢oes, a, a, b, b, com 6 combinagdes, ¢ a, a, a, a, que s6 podem ser
organizadas em um tipo e nio tém ordem. Esse conteido foi
abordado no exercicio 4.2 (Figura 34).

Nesse contexto, Frenicle retoma a situagdo das cartas. Se
das 36 cartas forem retiradas 12, em sequéncia, sem reposi¢ao,

expde uma situagio que conhecemos hoje como “arranjo”, em
que a ordem de retirada das cartas importa, tomando-se 36

elementos, 12 a 12:

36! 36!

A = —_—— = —
3612 7 36 —12)! 24!

Ele ainda acrescenta que se houver agrupamento das 36
cartas em jogos de 12 em 12 cartas, dentro do jogo a ordem
pode ndo importar, e assim, terfamos o que conhecemos hoje
como “combinagdo simples”:

36! 36!
121(36 — 12)!  12124!

36 _
G7 =

Depois de tais discussoes, Frenicle apresenta trés corola-
rios (p. 53-55), em que traz proposicdes derivadas do que foi
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apresentado nas se¢oes anteriores. Embora nao use férmulas,
entende-se que o autor busca concluir sobre as condi¢des em
que cabem uma resolugio por arranjo simples, por permutagio
simples e com repeti¢do e combinagio simples.

Na dltima se¢do desse “capitulo”, Frenicle trata de Hazars
(p. 60), ou seja, de perigos (ou jogos de azar), que nio serdo
objeto de estudo deste livro. Para conhecimento breve, ele
aplica os fundamentos das combinagbes em apostas feitas na
cidade italiana de Génova. Tais apostas eram feitas por ban-
queiros, envolvendo elevadas quantias de dinheiro, sobre quem
seriam os senadores sorteados para utilizar os principais escri-
térios da Republica — ele expde que sortear cerca de 5 dos 100
senadores para utilizar esses escritérios era um habito local.

Neste mesmo documento, Frenicle falou sobre os quadra-
dos midgicos. O primeiro quadrado apresentado por Frenicle
possui ordem 4 e foi preenchido com os nimeros de 1 a 16.
Esse quadrado foi utilizado no exercicio 5.1 (Figura 35).

A forma de preenchimento do quadrado adotada por
Frenicle permitiu que a soma dos nimeros de todas as linhas,
colunas e diagonaisresultasse em 34. Ele mostraque,em um qua-
drado de ordem 4,a soma serd o produto entre a soma do menor
com o maior dos nimeros colocados nas células (1 + 16 = 17)
e a metade da ordem (4 : 2 = 2), ou seja, 17x2 = 34.

Ele ainda coloca que se a ordem do quadrado for impar,
25, por exemplo, é preciso multiplicar a metade da soma dos
dois numeros extremos escritos (1 + 25 = 26) pela raiz do
quadrado (V25 = 5), ou seja, 13x5 = 65. Assim, ele mostra
que quando preenchemos um quadrado que possui 25 células
com os numeros de 1 a 25, cada linha, coluna e diagonal terd a
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soma 65. Esse trecho da obra foi aproveitado no exercicio 5.2
(Figura 36).

Frenicle ressalta que essas duas regras servem sé para
quadrados que sdo preenchidos a partir do niimero 1 e que os
nimeros, conforme preenchem o quadrado, crescem de uma
em uma unidade. Como os nimeros seguem uma progressio
aritmética (PA) de razdo 1, notamos, portanto, que a soma ¢é
dada pela férmula da soma de 7 termos de uma PA finita.

Nas pédginas seguintes de seu escrito, Frenicle mostra
diversos tipos de quadrados magicos de ordem 3, 4, 6, 8, entre
outros. Ele também traz o método de construgio dos quadra-
dos apresentados, escrevendo os 880 quadrados possiveis de
ordem 4. Nio hd apresentacdo de um algoritmo de quantifi-
cagdo dessas possiblidades. Diante desse nimero elevado de
possibilidades (880), no exercicio 5.2 abordou-se um quadrado

de ordem 3.

4.2 BLAISE PASCAL (1623-1662)

Filésofo, fisico € matemdtico, Blaise Pascal nasceu em 19
de junho de 1623 em Clermont Ferrand (Auvérnia, Franga)
e morreu 39 anos depois, em 19 de agosto de 1662, em Paris
(Francga). Os primeiros ensinamentos de Blaise vieram ape-
nas de seu pai, Etienne Pascal (1588-1651), um advogado e
matemdtico amador de visio educacional pouco ortodoxa,
em decorréncia da perda de sua mie aos 3 anos de idade.
Diferentemente do que seu pai desejava, aos 12 anos Blaise
ja estudava geometria (ADAMSON, 1995; O’CONNOR,;
ROBERTSON, 1996).
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Posteriormente, ji com o apoio de seu pai, aos 14 anos,
Blaise participava de reunides lideradas pelo monge francés
Marin Mersenne, junto a cientistas da drea da matemitica, da
filosofia, da astronomia e da geometria, incluindo Pierre de
Fermat. Esses encontros impulsionaram o desenvolvimento
do “hexdgono mistico”™ de Pascal, apresentado em 1639. Isso
mostra que, antes dos 20 anos de idade, Pascal ja realizava seus
préprios estudos em matematica (KATZ, 2009). Em 1640,
Blaise publicou Essay pour les coniques (Ensaio sobre secgdes
conicas). Nos anos seguintes, para auxiliar no trabalho de
seu pai com a coleta de imposto, Blaise inventou a primeira
mdquina de calcular, chamada Pascaline (Figura 6), usada até

1652 (O’CONNOR; ROBERTSON, 1996).

Figura 6: Calculadora de Blaise Pascal: La Pascaline.

Fonte: ENCYCLOPAEDIA BRITANNICA, 2019.

A partir de 1647, Pascal voltou-se ao estudo da fisica,
analisando o vicuo e a pressio atmosférica. Em 1653, Pascal
publicou sobre o equilibrio de liquidos. Nos anos seguin-
tes, continuou seu estudo sobre conicas. Nos anos finais da

6  Mais detalhes sobre o Hexdgono de Pascal podem ser encontrados em:
https://www.geogebra.org/m/RRbJWFEA.
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vida, Pascal focou na publica¢io de textos religiosos. Pensées
(Pensamentos) é o trabalho de maior destaque de Pascal em
filosofia, publicado apés sua morte, em 1670, sobre o sofri-
mento humano e Deus. Outra obra de destaque de Blaise,
publicada em 1665, foi o Traite Du Triangle Arthmetique
(Tratado do Triangulo Aritmético, Figura 7). Os registros his-
téricos indicam que Blaise Pascal nio foi o primeiro a estu-
dar sobre o tridngulo aritmético, mas a sua obra foi o trabalho
publicado mais importante para o assunto, sendo de conside-
ravel contribui¢io para a anilise combinatéria (ADAMSON,
1995; O’CONNOR; ROBERTSON, 1996). Diante dessa
informagio, usamos a referida obra como base para a constru-
¢do de atividades propostas neste livro.

Segundo O’Connor e Robertson (1996), a continuidade
do trabalho de Pascal por Isaac Newton (1643-1727) amparou
o desenvolvimento dos coeficientes binomiais e a descoberta
do teorema binomial geral. Em contato com Pierre de Fermat,
Blaise amparou o desenvolvimento da teoria da probabilidade.

Figura 7: Folha de rosto do Traite du Triangle
Arithmetique (1665), de Blaise Pascal.

BPRAITE

DV TRIANGLE
ARITHMETIQVE.

AVEC QVELQVES AVTRES
PETITS TRAITEZ SVR LA
MESME MATIERE.

Par Honfiewr PASCAL

i

Fonte: PASCAL, 1665.

B
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Para Fossa (2017), autor da tradugdo para o portugués
do Tratado sobre o Tridngulo Aritmético de Pascal, esse tridn-
gulo propde o arranjo triangular dos nimeros, desenvolvido
de forma semelhante aqueles que vieram antes da época de
Pascal. Segundo o autor, Blaise mostra-se mais didatico ao
demonstrar o tridngulo aritmético com detalhes de seu desen-
volvimento e aplicagio.

A andlise da obra de Pascal (7raite Du Triangle
Arthmetique) foi feita a partir da versdo original, escrita em
francés em 1665, mas digitalizada e disponivel na internet
(PASCAL, 1665), e também por meio da tradugio da obra
para o portugués feita por John A. Fossa e Fabricio Possebon
e publicada em 2013 (PASCAL, 2013). Com isso, todas as
tradugdes apresentadas dessa obra sdo de autoria de John A.
Fossa.

4.2.1TRAITE DU TRIANGLE ARTHMETIQUE: POSSIBILIDADE DE USO EM SALA DE AULA

No inicio do contetido do documento, Pascal apresenta a
construgio do tridngulo aritmético (Figura 8) e o seu uso em
diferentes situa¢des, incluindo as combinagdes. Nesse tratado,
sdo apresentadas 19 proposi¢des que expdem as propriedades
basicas do tridngulo aritmético.
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Figura 8: Fragmento 1, Traitte du Triangle Arithmetique, de Blaise Pascal’.
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Fonte: PASCAL, 1665.

Pascal descreve que a construgio do tridngulo inicia-se
por um quadrado denominado G e de numero 1 (indicado
no canto superior esquerdo da Figura 9), a partir do qual sdo
tragadas duas fileiras com dez quadrados cada, uma na vertical
e outra na horizontal (destaque pontilhado na vertical e na
horizontal na Figura 9). Cada quadrado formado em toda a
estrutura é uma cel/ule (célula).

Na Figura 9, Rangs paralleles sao as fileiras tragadas na
horizontal, e Rangs perpendiculaires sio as fileiras tracadas na
vertical. Observe que antes da primeira fileira de células, tanto
na vertical quanto na horizontal, existe uma numeragio de 1 a
10. Para Pascal, esses nimeros sao “expoentes das divisdes das
linhas”. J4 a primeira fileira de células, vertical e horizontal, é
preenchida com o nimero 1.

7 No documento original nio hd indicagdo de pagina.
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Figura 9: Destaque das proposi¢oes de Blaise Pascal no Triangulo Aritmético.
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Fonte: Adaptado de PASCAL, 1665.

Para formar o que Pascal chama de bases dos tridngulos,
ele traca linhas diagonais dentro de cada célula. A unido des-
sas diagonais forma as dez bases de tridngulos no tridngulo
aritmético apresentado por Pascal. Na Figura 9, as duas linhas
com uma seta em cada extremidade exemplificam tridngulos
de base 5 e base 7. O tridngulo de base 5 ¢ resultado da unido
das diagonais de 5 células, ja o tridngulo de base 7 ¢ resultado
da unido das diagonais de 7 células. Assim, células que tém a
mesma base e estdo em fileiras verticais e horizontais represen-
tadas pelo mesmo par de nimeros sdo denominadas “células
reciprocas”. E possivel observar essa ocorréncia em E (vertical
2 e horizontal 4) e R (vertical 4 e horizontal 2) no tridngulo
de base 5 ou em K (vertical 3 e horizontal 5) e § (vertical 5 e
horizontal 3) no tridngulo de base 7, circulados na Figura 9.
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Para mostrar uma rela¢io nesse tridngulo, Pascal toma de
exemplo a célula F, destacada com um quadrado pontilhado na
Figura 9. Observe que ela pertence 4 fileira vertical 3 e 4 fileira
horizontal 4 e que a diagonal dessa célula forma um tridngulo
de base 6. Ele afirma que a soma da vertical com a horizontal,
3 + 4 =7, excede uma unidade da base, 6, e isso ocorre para
qualquer outra célula. Escolha uma célula e faga a verificagio!

Pascal descreve que o preenchimento das células segue
uma regra de que o numero de cada célula é igual a soma do
numero da célula precedente na reta perpendicular (vertical)
com o nimero da célula precedente na reta paralela (horizon-
tal). Essa orienta¢do de preenchimento foi usada no exercicio
2.1 (Figura 23). A partir disso, Pascal apresenta 19 consequ-
éncias. Algumas serdo apenas brevemente comentadas na pré-
xima se¢do, pois nio possuem relagio direta com o contetdo

de analise combinatdria.

4.2.2 CONSEQUENCIAS DO TRIANGULO ARITMETICO

Na primeira consequéncia, Pascal mostra apenas que as
células da primeira fileira horizontal e da primeira vertical
de seu tridngulo aritmético possuem o nimero 1, tratando-
-as como células geradoras. Nenhuma célula completa (qua-
drado) as precede, por isso, sio geradoras e de valor 1. J4 na
segunda e na terceira consequéncias, Pascal reapresenta a regra
do preenchimento das demais células, refor¢ando que a soma
¢ acumulativa.

Na consequéncia quatro, outra soma ¢é relatada. No exem-
plo, a célula com o nimero 15 (vertical 5 e horizontal 3, Figura
10) menos uma unidade resulta em 14, sendo igual a soma dos
nimeros de quatro pares de células precedentes: 4 + 1,3 + 1,
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2+ 1,1 + 1 (destacadas com um retingulo na Figura 10). O
mesmo se aplica a todas as outras células. Tomando a célula de
numero 10 (vertical 4 e horizontal 3, na Figura 10) menos uma
unidade, que resulta em 9, nota-se que serd o resultado de 3 +
1,2 +1e1+1,posto que sdo os trés pares de células preceden-
tes a célula 10, como destacado com um retdngulo pontilhado
na Figura 10. A célula de numero 6 (vertical 3, horizontal 3)
menos uma unidade resulta em 5, que ¢ o resultado da soma de
dois pares de células precedentes,2 + 1 e 1 + 1, destacadas com
outro retingulo pontilhado na Figura 10. Com os exemplos
numéricos, se compreende melhor os escritos de Pascal.

Na tradugio em portugués, Pascal explica isso como: “Em
todo tridngulo aritmético, cada célula, diminuido pela unidade,
¢ igual a2 soma de todas as células compreendidas entre suas
fileiras e sua fileira perpendicular, exclusivamente.” Ele ressalta
que o numero a ser subtraido depende da célula geradora, que

nesse caso é 1.

Figura 10: Triangle Arithmetique, de Blaise Pascal
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A quinta e sexta consequéncias tratam da igualdade do
que ele denominou “células reciprocas”, ji comentadas na
sec¢do anterior (4.2.1) com auxilio da Figura 9. Na sétima e
oitava consequéncias, ele apresenta que, se forem somados os
valores das células na diagonal, um de cada vez, a soma das
células diagonais mais a direita serd o dobro da soma das célu-
las diagonais mais a esquerda. Para exemplificar, tomaremos
a primeira célula 1, denominada G: as outras duas células da
préxima diagonal sdo 1 e 1, que somadas resultam em 2, que é
o dobro de 1. Nas préximas trés células da diagonal tém-se 1 +
2 +1 =4, que é o dobro da soma das células diagonais anterio-
res, 2, e assim por diante.

A partir da décima consequéncia, todas as demais rela-
tam relagbes de semelhanca entre valores obtidos por meio
da comparagio de células, que nio serdo apresentadas neste
livro por nio terem ligacdo direta com o conceito de andlise
combinatdria.

4.2.3 SOBRE AS COMBINACOES

Indo ao assunto de interesse deste livro, discute-se sobre
umas das aplicagdes do tridngulo aritmético mostrada por
Pascal em Pour Les Combinaisons (As Combinagdes, p. 4). No
inicio do tépico, Pascal explica seu ponto de vista sobre a defi-
ni¢do de “combina¢io”: “Quando, de virias coisas, faz-se uma
escolha de um certo nimero delas, todas as maneiras possiveis
de tomar aquele tanto de todas as referidas coisas, sdo aqui
chamadas de diferentes combinagées” (PASCAL, 2013, p. 74).

Para exemplificar sua defini¢do, Pascal representa quatro
elementos pelas letras A, B, C ¢ D. Com a combinagio des-
ses 4, tomados 2 a 2, encontraremos 6 combinag¢oes diferentes:
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AB, AC, AD, BC, BD e CD. Com esse resultado, fica claro
que Pascal estava falando sobre o cilculo de combinagdes em
diferentes agrupamentos. Atualmente, o exemplo de Pascal
seria representado por:

. 41
G = 214 = 2)!

6

Ele desconsidera combinagées com a mesma letra, como
AA ou BB, assim como considera AB equivalente a BA,
comentando que a ordem dessas combinag¢des ndo importa.
Em seguida, Pascal discute as combinagbes de 3 em 3, tendo
os exemplos ABC ou ABD. Para concluir, como mostra a
Figura 11, Pascal resume as combinacdes de duas maneiras.

Parte dessa figura foi usada para a realizagio do exercicio 1.1.

Figura 11: Fragmento 2 de Traitte du Triangle
Arithmetique, de Blaise Pascal, pg. 4.

Ie parleray donc en ces rermes.

1 dans 4 f{e combine 4 fois.
2 dans 4 {e combine 6 fois.
3 dans 4 fe combine 4 fois.
4 dans 4 fe combine 1. fois.

Ol ainfj. :
La mulritade des combinaifons de 1 dans 4 eft 4.
La multitude des combinaifons de 2 dans 4 eft 6.
La multitude des combinaifons de 3 dans 4 eft 4.
La multitude des combinaifons de 4 dans 4 eft 1.

Fonte: PASCAL, 1665.

. s 4 4
Pela figura anterior, temos as combinacdes Cy, C, Ca
4 . . .
e €y, cuja soma serd 15. Apés esse exemplo, Pascal apresenta
4 lemas. Basicamente, esses lemas fazem vdrias ressalvas as

combinagdes:
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* Nio é possivel agrupar elementos maiores que o total de
elementos, isto ¢, 2 elementos agrupados 4 a 4;

* As combinagbes com agrupamento igual ao total de ele-
mentos serdo sempre 1, como Cf =C2-1

* Elementos combinados 1 a 1 sempre resultam no total
de elementos, por exemplo, Cy = 4.

Como o Lema IV é mais elaborado, vale a sua citagio:

Se houver quatro nimeros quaisquer, sendo o primeiro
arbitrario, o segundo maior pela unidade, o terceiro arbi-
trério, embora nio menor que o segundo, ¢ o quarto
maior que o terceiro pela unidade, entdo a quantidade
de combinagdes do primeiro no terceiro, junto com a
quantidade de combinagdes do segundo no terceiro, serd
igual a quantidade de combinagées do segundo no quarto

(PASCAL, 2013, p. 77).

A exemplificagio numérica de Pascal esclarece melhor
esse lema: se forem tomados 4 nimeros, 1, 2, 3 e 4, a quanti-
dade de combinagdes de 3 deles, 1 a 1, mais a quantidade de
combinagoes de 3 deles, 2 a 2, serd igual a quantidade de com-
binacdes de 4 deles, 2 a 2. Pascal demonstrava o que conhece-
mos hoje por Rela¢io de Stifel:

G+ G = G )

Em que 7 ¢ a quantidade de elementos a serem combina-
dos e p refere-se aos agrupamentos.

Em seguida, para compreender a conexdo das combina-
¢oes com o tridngulo aritmético, Pascal traz duas proposi¢des

e um problema (proposi¢do III). A primeira proposi¢io foi
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utilizada no exercicio 2.2 (Figura 25) e a segunda, no exercicio
2.3 (Figura 27).

Pascal propée, inicialmente, que “a soma das células de
uma fileira paralela (horizontal) qualquer é igual & quantidade
de combinagdes do expoente da fileira horizontal no expoente
do Triangulo” (PASCAL, 2013, p. 79).

Para compreender melhor essa proposi¢io, vamos obser-
var a Figura 12, que representa um fragmento do tridngulo
aritmético desenhado por Pascal.

Figura 12: Ilustragdo do exemplo de Pascal para a Proposicio 1.

Expoente do triangulo
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Fonte: Gerado pelas autoras, 2020.

Observe que este fragmento representa um tridngulo de
base 4, tomando como referéncia as linhas diagonais apresen-
tadas na figura original (Figura 8). Com isso, 4 serd o expoente
do tridngulo, pois é o nimero de sua base. Iremos também
selecionar uma fileira horizontal qualquer desse tridngulo,
como a fileira 2. Com isso, 2 serd denominado o “expoente da
linha”. Logo, usando o exemplo dado por Pascal, se tivermos
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um tridngulo até o expoente 4, somando os nimeros da linha
2 (1 + 2 + 3) escolhida, teremos 6, que € o resultado da combi-
nagio de 4 elementos tomados 2 a 2 (C3).

Na proposi¢do II: “O niumero de qualquer célula é igual a
quantidade de combinagbes do expoente da sua fileira paralela,
menos a unidade, no expoente da sua base, menos a unidade”
(PASCAL, 2013, p. 80). Nessa segunda proposi¢io, “expoente
da base” ¢ sinonimo de “expoente do tridngulo”, apresentado na
proposicio anterior. Na Figura 13, exemplifica-se a proposigéo.

No exemplo, escolhemos a célula 10; esse valor ¢ igual a
combinagio de 5,3 a 3 (C3), pois 5 é o expoente da base menos
uma unidade e 3 é o expoente da linha menos uma unidade.

Figura 13: Ilustragdo do exemplo de Pascal para a Proposi¢ao II.

Expoente da base
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Fonte: Gerado pelas autoras, 2020.

O problema proposto por Pascal em sua terceira proposi-
¢do aplica as proposicdes I e II ja citadas: “Dados dois nime-
ros, determinar, usando o Tridngulo Aritmético, quantas vezes
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um combina noutro” (PASCAL, 2013, p. 81). Pascal escolhe
os numeros 4 e 6. A Figura 14 abaixo mostra a resolugio pelos
dois métodos.

Figura 14: Ilustragio da resolucio de Pascal para a Proposi¢io
II (problema) pela Proposic¢io I (a) e Proposicio II (b).
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Seleciona a terceira célula da linha 5: 15
Retira uma unidade de cada expoente: 5—-1=4/7-1=6

6_
c§=15

Fonte: Gerado pelas autoras, 2020.
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4.3 GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646-1716)

Filésofo e matemitico, Gottfried Wilhelm von Leibniz
nasceu em 1° de julho de 1646, na Lipsia (Saxonia, Alemanha),
e morreu 70 anos depois, em 14 de novembro de 1716, em
Hanover (Saxonia, Alemanha). A filosofia defendida por
Leibniz possui reflexos dos valores morais e religiosos de sua
mie em decorréncia da perda de seu pai aos 6 anos de idade.
Entretanto, muitas obras deixadas por seu pai, um professor
de filosofia moral, foram base para as proposi¢oes de Leibniz
(O'CONNOR; ROBERTSON, 1998).

Conhecendo latim e grego ao longo dos anos escolares,
Leibniz se interessou por 1dgica e pela teoria de Aristételes,
a partir da qual deu inicio ao desenvolvimento de suas pré-
prias ideias e teorias. Aos 14 anos de idade, jd ingressava na
Universidade da Lipsia para estudar filosofia, matemitica,
retérica, latim, grego e hebraico. Leibniz finalizou o curso
com a tese De Principio Individui (Os principios do indivi-
duo, 1663). Por influéncia do professor de matematica Erhard
Weigel (1625-1699), reconheceu a importincia da prova
matemadtica tanto para a légica quanto para a filosofia e desen-
volveu seu mestrado em filosofia unindo, a essa drea, direito e
matemitica. Para Weigel, o niimero era o conceito fundamen-
tal do universo e essa ideia foi base para os escritos de Leibniz
(O’CONNOR; ROBERTSON, 1998).

Segundo O’Connor e Robertson (1998), Leibniz também
sofreu influéncia dos trabalhos de Pascal, Descartes, Honoré
Fabri (1608-1688), James Gregory (1638-1675), Gregory of
Saint-Vincent (1584-1667) e René de Sluze (1622-1685), sob

recomendagio de Christiaan Huygens.



64 ANALISE COMBINATORIA: UM ESTUDO USANDO A HISTGRIA DA MATEMATICA EM SALA DE AULA

Depois de se formar em direito aos 20 anos de idade, em
1666, Leibniz publicou a obra Dissertatio de Arte Combinatoria
(Dissertagdo sobre Arte da Combinatéria, Figura 15) com
o objetivo de compilar o raciocinio e a descoberta de com-
binacoes de elementos bésicos, como nimeros, letras, sons e
cores (O'CONNOR; ROBERTSON, 1998). E a partir desse
documento que se analisa a ligagio de Leibniz com a anilise
combinatéria.

Segundo uma versio de sua biografia publicada por
O’Connor e Robertson (1998), como Leibniz nio conseguiu
realizar o doutorado em filosofia na Lipsia, ele acabou con-
cluindo o doutorado em direito com De Casibus Perplexis (Os
Casos Complicados) em 1667 na Universidade de Altdorf,
na Alemanha. Nos anos seguintes, desenvolveu projetos nas
dreas cientifica, literdria e politica e publicou monografias de
cunho religioso, mantendo sua carreira em direito. Também
trabalhou como secretdrio, assistente, bibliotecédrio, advogado e

consultor de um bario alemio.

Figura 15: Folha de rosto da obra Dissertatio de Arte
Combinatoria (1666), de Gottfried von Leibniz.
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Leibniz analisou os resultados sobre matemadtica e fisica
de Christopher Wren (1632-1723) e Christiaan Huygens. Em
Paris, manteve contato com matemadticos e filésofos, como
Antoine Arnauld (1612-1694) e Nicolas Malebranche (1638-
1715). Por volta de 1672, ainda em Paris, seus estudos cienti-
ficos sobre a construgio de uma mdquina de calcular (Figura
16) tinham como pretexto interesses politicos, religiosos e de
paz relacionados a Guerra Franco-Holandesa (1672-1678)
(O'CONNOR; ROBERTSON, 1998).

Em 1673, Leibniz construiu sua versio sobre o cilculo,
propondo uma notagio. Por meio de muito estudo, tentativa
e falha, Leibniz forneceu, em um manuscrito®, a regra do pro-
duto para diferenciagio, a qual deu-lhe destaque nesse campo
matemiético (O’CONNOR; ROBERTSON, 1998).

Para Katz (2009), os estudos de Leibniz sobre célculo o
colocaram como o segundo “inventor” do cilculo. Ele também
desenvolveu e aprimorou o sistema bindrio da aritmética em
1679 e, mais tarde, estudou sobre determinantes para resol-
ver sistemas lineares (O’CONNOR; ROBERTSON, 1998).
Segundo Katz (2009), em 1714, Leibniz escreveu um trabalho
chamado Historia et origo calculi differentialis (A histéria origi-
nal do célculo diferencial).

8  Um artigo intitulado Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tan-
gentibus, qua nec irrationales quantitates moratur, publicado em 1684 na re-
vista Acta Eruditorium.
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Figura 16: Réplica da mdquina de calcular de Leibniz.

Fonte: Wikimedia, 2006.

Para Franzon (2016), o tratado Dissertatio de Arte
Combinatoria envolve a arte das combinagbes ou as ciéncias
das combinagdes e expde as primeiras ideias de Leibniz sobre
a “linguagem universal”. Com esse termo, Leibniz defendia
a estrutura¢do de uma linguagem que fosse compreensivel a
diferentes povos, facilitando o desenvolvimento das relagoes
légicas e combinatérias no cdlculo. O objetivo era determi-
nar caracteres especificos para expressar as relagdes, criando
o que seria conhecido com uma enciclopédia universal
(O'CONNOR; ROBERTSON, 1998).

A anilise da obra de Leibniz (Arte Combinatoria) foi feita
a partir da versdo original, escrita em latim em 1666, mas digi-
talizada e disponibilizada na internet (LEIBNIZ, 1666), com
apoio na tradugio para o inglés de um trecho da obra feita por
Leroy E. Loemker em 1989 (LEIBNIZ, 1989) e também na
tradugio integral para o espanhol feita por Manuel Correia M.
em 1992 (LEIBNIZ, 1992), realizando uma tradugio prépria
para o portugues.
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4.3.1DISSERTATIO DE ARTE COMBINATORIA: POSSIBILIDADE DE USO EM SALA DE AULA

Analisando a sinopse da obra original e os documentos
traduzidos, observa-se que Leibniz propunha trabalhar pro-
blemas de combinagio aplicados a classificagdo de casos da
légica, do direito, da teologia e de outros campos do pensa-
mento. Ao longo do documento, doze problemas no dambito da
andlise combinatéria sio discutidos (LEIBNIZ, 1989).

A primeira demonstrag¢io da obra traz evidéncias do con-
texto vivido por Leibniz na época de sua produgio. Com crengas
fortemente luteranas (cristdos-protestantes) e levemente caté-
licas, ele traz a Demonstratio existentiae Dei (Demonstragio da
existéncia de Deus) por meio de proposi¢oes 16gicas. Citando
brevemente esse trabalho de Leibniz, ele utiliza trés defini¢es
légicas para a demonstragdo: um postulado, quatro axiomas e
uma observagdo; a partir disso, traz a prova da existéncia de
Deus em 21 passos (LEIBNIZ, 1666).

Em sua obra, Leibniz apresenta Analysis (andlises) como
uma ciéncia das razées e das propor¢oes ou de quantidade
desconhecida, e Arithmetica (aritmética) como uma ciéncia de
quantidades ou de nimeros conhecidos que ampara a quanti-
ficagdo das combinagdes. Aritmética e andlise estdo juntas para
a quantifica¢io de seres (LEIBNIZ, 1666). Segundo Franzon
(2016), Leibniz define os principios para a origem da andlise
combinatéria pelo que ele mesmo chama de “Légica Inventiva”
e mostra as aplicacoes dessa légica sobre a ideia de raciocinio
dedutivo a partir de premissas (silogismo).

Nessa obra, Leibniz propunha o estudo da ordenagio, da
colocagio e da escolha de objetos para definir a combinaté-
ria (VASQUEZ; NOGUTI, 2004). Por isso, antes de apre-

sentar os problemas, Leibniz levanta discussées importantes
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para conceituar unidade, todo e quantidade. Ele ressalta que
“unir” trata-se de relacionar partes para formar um conjunto,
tomando-as simultaneamente (sobre uma tnica situag¢io). A
representacio dessa unido pode ser feita por meio de um tnico
nimero, principalmente quando é invidvel apresentar todas
essas partes uma a uma. Com isso, a “unidade” estd associada a
um dnico ser, ji que o “todo”, constituido por unidades, pode
ser representado por um Unico nimero. A partir disso, a “quan-
tidade” também pode ser representada por um nimero, resul-
tado da interpretacdo do que se deseja quantificar. Portanto,
a “quantidade” pode ser uma relagio ou uma propor¢io com
outra quantidade, principalmente quando nio é possivel quan-
tificar essas partes separadamente, apenas como um “todo”.

Na obra, Leibniz usa como exemplo para o “todo” as
letras ABC — assim como vimos na obra de Frenicle de Bessy
—, com isso, as partes poderiam ser a jun¢io dessas letras duas
a duas, como AB, BC e AC. Dentro desse problema, pode-se
considerar também a situagdo de mudar a posi¢do das letras,
como em BA. Contudo, é necessirio definir se AB serd igual
ou diferente de BA (LEIBNIZ, 1666). Essa parte da obra de
Leibniz foi usada no exercicio 1.2 (Figura 21).

Nesse sentido, Leibniz traz defini¢des para o que ele
chama de Variation, Variability, Situs e Complexiones. Notamos
que as variacdes (Variation) abrangem o processo de associagio
de elementos, sejam por permutagio, sejam por arranjo ou por
combinagio simples. Leibniz escreve que existem dois tipos
de variagoes: Complexiones e Situs. Enquanto Complexiones
voltam-se para a aritmética pura (quantos s3o possiveis na
configuragio apresentada, isto ¢, como as partes do “todo”),
Situs trata da aritmética de figuras (quantas sio possiveis
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dependendo da localizagdo dos elementos que compdem o
“todo”, ou seja, como as partes das partes do “todo”).

A variabilidade de uma associa¢io (Complex) dard ori-
gem as Complexiones. Para Franzon (2016), esse termo refere-
-se a0 que conhecemos atualmente por “combinagio simples”.
Portanto, Situs refere-se possivelmente a atual permutagio ou
arranjo. Para o primeiro caso (Camp/exiones), Leibniz explica
que € possivel combinar 4 “coisas” de 15 maneiras diferentes,
considerando agrupamentos de diferentes tamanhos — como
também foi apresentado por Frenicle de Bessy. Para o segundo
caso (Situs), 4 “coisas”, tomadas de 4 em 4, podem ser combi-
nadas de 24 maneiras diferentes (LEIBNIZ, 1666). Na pdgina
4 de sua obra original, Leibniz mostra diferentes representa-
¢oes da combinagio. Veja na Figura 17.

Observe nos itens 11 e 12 da Figura 17 que Leibniz
coloca nimeros na composi¢do das palavras para mostrar a
quantidade de elementos dos agrupamentos que serdo forma-
dos. Em com2nationem, os elementos devem se combinar dois
a dois; em con3nationem, trés a trés; e condnationem, quatro
a quatro. Além disso, ele comenta que esses elementos serdo
representados por um expoente (Exponentem). No item 13
(Figura 17), ele faz uma ressalva de que combinagdes inuteis
podem ocorrer devido a natureza dos elementos que nio per-
mitem uma combinagio, como fogo e dgua. Isso mostra que
Leibniz pensava em combinagdes reais, mas usava letras para
apresentar e exemplificar seus estudos, possivelmente para
facilitar a compreensao do leitor.

A abordagem da diferenca entre combinagdo e arranjo,
sem mencionar esses termos, foi trabalhada no exercicio 6.1

(Figura 37).
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Figura 17: Fragmento 1 de Dissertatio Arte Combinatoria, de Leibniz, pg. 4.

10, Ut autem cerra Complexio determinetur,majus totam divie
dendom cft in partes zquales [oppofitasut minimas, (id eft
quz nunc quidem non ulterins d vidantur ) ex quibus com-
ponitur & quarum variatione variatur Complexio feu Tos
tum minus; quiaigitur totum ipfum minus, majus minusve
eft, proat plares partes nna vice ingrediontur ; numerum
fimulac femel conjungendaram partium, fea unitatum, di-
cemus Expenenten, exemplo progresfionis geometrica, v. g
fit totum ABCD, SiTota minora conftare debent ex2,
partibus, v.g, AB. AC, AD, BC. BD.CD. exponets
erit 2. fin extribus, v, g, ABC, ABD. ACD. BCD, ex-
PUHCHS ent 2.

11. Dato Exponente Complexiones ita fcribemus: fi expo.
nens cft- 2. Comznationem ( combinationem; ) fi 3, Congna=
tionem (conternationem) (i 4. Congnationers, &c.

12. Complexiomes fimpliciver funt omnes complexiones omnium,
Exponentium computatz , v.g. 14, (de 4. Numero) que
componuatur ex 4 (Unione) 6. (comanatione) 4,(conzna-
tione.) 1.{con4natione, ) :

13. Variatio urili (inutilic, ) cft qua propter materiam {ubje-
&am locam habere non potelt; v.g. 4. Elementa com-
2nari poflant 6. mafjl fed duz comznationes fimt inutiles,
nempe quibus contrarizIgnis,aqua; aer, terra comanan-
tur,

Fonte: LEIBNIZ, 1666.

Analisando ainda mais a dissertagdo de Leibniz, a pro-
posta do primeiro problema apresentado por ele é descobrir
o numero de variagbes (combinag¢des) possiveis, conhecendo-
-se 0 nimero de elementos e a quantidade de elementos nos
agrupamentos. Para apresentar isso, Leibniz mostra o que ele
chama de “tabela” (Figura 18) com o resultado das combina-
¢oes de elementos de 1 a 12 (horizontal) em agrupamentos de
1 a 12 (vertical) que, como dito, sio denominados Exponents
(expoentes), como vemos na Figura 17. Repare que, em algu-
mas representagdes atuais de combinagio, o tamanho dos
agrupamentos aparece como um indice, por exemplo, uma
combinagio de 4 elementos 2 a 2 poderia ser representada por
€3 ouCys.

Para completar a tabela apresentada a seguir, Leibniz traz
a seguinte mensagem em sua obra: “adicione a quantidade de
varia¢des do nimero precedente ao nimero de elementos dado,
agrupados sob o nimero precedente ao expoente dado, com a
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quantidade de varia¢des do nimero precedente ao nimero de
elementos agrupados sob o expoente dado”.

Figura 18: Fragmento 2 de Dissertatio Arte Combinatoria, de Leibniz, pg. 7.

TABLE &

0 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 2 3 4 5 6 7n 8u 9m 10b 1le  12r

2 0o 0o 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66

3 0o 0 0 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220

4 0o 0 0 0 1 5 15 35 70 126 210 330 495
g s o0 0 0 0 0 1 6 21 56 126 252 462 792 g
2 6 0o 0 0 0 0 o 1 7 28 84 210 462 924 3
2 7 00 0 0 0 0 O 1 8 36 120 330 792 §
g 8 o 0o 0 0 0 O 1] 0 1 9 45 165 495 §

9 00 0 0 0 0 O 0 0 1 10 55 220

10 00 0 0 0 0 O 0 0 0 1 11 66

11 00 0 0 0 0 © 0 0 0 0 1 12

12 o o 00 0 0 0 0 0 1] 0 0 1

* 0 1. 3. 7. 15 31. 63 127. 255 511. 1023. 2047. 4095,

t 1. 2. 4. 8 16. 32. 64. 128, 256, 512. 1024, 2048. 4096.

* The complexions taken simply (or the sum of the complexions of all given exponents),
added to 1, equal the total of a geometric progression with base 2t.20 |

Fonte: LEIBNIZ, 1989.

Para entender melhor a escrita, vamos ver alguns exem-
plos numéricos:

a) Se o numero de elementos for 4 e o expoente for 3, basta
somar as varia¢des do agrupamento de 3 elementos 2 a 2
e de 3 elementos 3 a 3 para achar a quantidade de varia-
¢oes (combinagdes) desses 4 elementos agrupados 3 a 3.
Lembre-se de que, como sdo combinagdes, a ordem nio

importa.

- Tomando 3 elementos ABC 2 a 2, teremos AB, AC e
BC, ou seja, 3 variagdes.

- Tomando 3 elementos ABC 3 a 3, teremos ABC, ou
seja, 1 variagdo.

- Logo, 4 elementos ABCD, agrupados 3 a 3, terdo 3 + 1

= 4 variagdes.
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De fato, as combina¢des de ABCD 3 a 3 serio ABC,
ABD, ACD e BDC.

b) Se o nimero de elementos for 5 e o expoente for 2, basta
somar as variages do agrupamento de 4 elementos 1a 1
e de 4 elementos 2 a 2 para achar a quantidade de varia-
¢oes (combinagdes) desses 5 elementos agrupados 2 a 2.

- Tomando 4 elementos ABCD 1 a1, teremos A,B,C e
D, ou seja, 4 variagdes.

- Tomando 4 elementos ABCD 2 a 2, teremos AB, AC,
AD, BC, BD e CD, ou seja, 6 variagdes.

- Logo, 5 elementos ABCDE, agrupados 2 a 2, terdo 4 +
6 = 10 variagdes.

De fato, as combinagées de ABCDE 2 a 2 serio AB, AC,
AD, AE,BC,BD, BE, CD, CE ¢ DE.

Com isso, 2 medida em que se completa a tabela, é pos-
sivel determinar o nimero de variages sem precisar escrevé-
-las, bastando somar o resultado dos agrupamentos calculados
anteriormente — o que também foi apresentado por Frenicle
de Bessy.

Essa tabela foi explorada na proposta do exercicio 2.4
(Figura 30). A ideia é que os alunos percebam essa soma apre-
sentada por Leibniz, a partir de alguns valores deixados, para
conseguirem determinar as combinag¢des sem escrever todas as
possibilidades ou sem precisar de usar férmulas.

A titulo de conhecimento, o problema II apresentado
na obra de Leibniz propde uma forma pratica de determinar
o numero de varia¢des possiveis para um nimero dado. Ele
parte da mesma tabela (Figura 18) apresentada no problema
I, usando os nimeros apresentados na tltima fileira horizontal
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de simbolo t. Ele mostra que esses nimeros sao resultado de
uma progressio geométrica de base 2: 20 = 1; 21 = 2; 22 = 4; 23
= 8 até 212,

Segundo Leibniz (1666), tomando um desses nimeros
da progressio, a quantidade de tipos de agrupamentos das
combinagdes pode ser encontrada subtraindo 1 do ndmero
do expoente da base 2. Por exemplo, olhando na tabela da
Figura 18, o nimero 128 que aparece na fileira t equivale a 27,
o que significa que ele terd 7 — 1 = 6 possiveis quantidades de
agrupamentos para combinagdes, desconsiderando a unidade,
que sdo os nimeros que aparecem na coluna vertical alinhada
com o numero 128 na tabela (Figura 18): 7, 21, 35, 35,21 ¢
7. Leibniz acrescenta que, como 6 ¢é par, existem os pares de
combinagdes iguais. Observando a “tabela”, nota-se que, para
28, serdo 5 possibilidades e as combinagdes serdo 6, 15, 20, 15
e 6, em que 20 nio possui um correspondente, ji que 5 é um
numero impar.

No caso da igualdade dos resultados, Leibniz afirma que
hé certa complexidade em se compreender a demonstrag¢io de
tal fato, deixando-a em aberto na época. Atualmente, sabe-se
que ele estava mostrando que, para 7 elementos tomados p a p:

cy =67

Sendo 7 o nimero de elementos e p os elementos do
agrupamento. Pela tabela (Figura 18), é possivel observar que
os numeros 0 (zeros) resultam da impossibilidade de se rea-
lizar agrupamentos com ndimeros maiores que o nimero de
elementos dados, ou seja, para casos em que p > 7.

No problema IV de Leibniz (Dado o nimero de [ele-

mentos], encontre as variagdes da ordem), em que variagoes
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de ordem sio permutagdes, ele apresenta a relagdo observada
entre as permutacdes dos nimeros naturais de 1 a 24 em outra
“tabela” (Figura 19), assim como foi apresentado por Frenicle
de Bessy (Figura 5). Na coluna da direita estio os nimeros de
elementos a serem permutados. E necessirio apresentar essa

figura aos alunos para a resoluc¢io do desafio do exercicio 3.1.

Figura 19: Fragmento 3 de Dissertatio Arte Combinatoria, de Leibniz, pg. 57.

Moy i

2| &

6| 3

24| 4

120 ¥

=20| €

§o40| 7

4020 8

362880 2

3528800 |10

39916800 | 1X

479001600 |12
622702080013
87178291200 |14
13078743680 c0 1y
20922789888000! 16
375687428096000 (17
64023737077 3800018
12164f1004088320c0}13

24 325020081766 40000 |20
§109054217 1709440000 |21
11240007277 77607 680000 |23
25852016738884976 640000 |23
620448401733239439360000 |24

Fonte: LEIBNIZ, 1666.

No problema V, Leibniz mostra que o resultado de certa
permutacio € igual ao produto do nimero de elementos com
o resultado da permutagio do nimero anterior. Por exemplo,

a permutacio de 4 ¢ 24, que é o mesmo que o produto 4.6, em
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que 6 ¢ resultado da permutagio de 3 elementos. Observa-se
que, nesse caso, Leibniz trata da fatoragio (n/).

O problema IIT e os demais problemas apés o V (até
XII) focam na discussio sobre a abordagem do conceito em
contextos especificos, como direito, histéria, fisica, divisdo do
governo, entre outros, que nio serdo tratados neste livro pela
incompatibilidade com o conteido e com o ano com que se

deseja trabalhar as atividades.






ATIVIDADES PROPOSTAS PARA SALA DE AULA

partir dos fragmentos dos documentos apresentados nas

secoes do capitulo anterior, seguem abaixo as atividades
elaboradas como proposta para o uso de histéria da matema-
tica no processo de ensino-aprendizagem dos problemas de
contagem. As atividades estdo adaptadas para serem aplicadas
aos alunos em sala de aula, em especial aqueles matriculados
no 8° ano do ensino fundamental. Por isso, é importante saber
que os alunos nio sabem diferenciar os termos “combinar”,
“permutar” e “arranjar”.

As atividades foram nomeadas conforme o contetdo da
andlise combinatdria que os seus exercicios abordam. Com
isso, uma atividade pode ter um, dois ou trés exercicios.

Para a proposi¢do das atividades, seguimos as orienta-
¢oes de Mendes (2008) e tentamos “conduzir diretivamente a
investiga¢do da matemitica presente nas informagoes histéri-
cas (matemadtica cotidiana, académica e escolar)” (MENDES,
2008, p. 42), além de seguirmos os seguintes passos na apre-
sentacdo de cada atividade e de cada exercicio:

1. O nome de cada atividade;
O objetivo do exercicio;

A obra utilizada no exercicio;

2
3
4. O autor da obra utilizada no exercicio;
5. O conteudo histérico do exercicio;

6

A operacionalizagio dos exercicios;
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7. Os desafios propostos nos exercicios;

8. Comentirio sobre o exercicio, quando necessirio.

Nenhum material especial é necessirio para a realiza¢do
das atividades, apenas as folhas impressas com as atividades
para a escrita do aluno. Contudo, ¢ importante saber que as
atividades e os exercicios devem ser resolvidos na ordem em
que foram apresentados neste livro, pois eles seguem uma
sequéncia de texto, de raciocinio e de dificuldade.

Nas atividades, propomos utilizar a histéria da matema-
tica para mostrar os meios adotados no passado para a reso-
lugdo de problemas de contagem, em um momento em que o
contetdo estava sendo construido e nio possuia formalizagdes.

Nas obras e nas atividades, é possivel observar que a escrita
apresentada pelos cientistas estd relacionada ao modo como
cada um raciocinava sobre determinado problema. Portanto, a
proposta é que os alunos resolvam as atividades pensando a seu
modo, sem o uso de férmulas ou o reconhecimento de termos,
apenas por meio de raciocinio préprio e de cdlculos aritméticos
e sem o receio de errar, como se eles estivessem construindo o
conhecimento por meio de tentativas. Se as atividades forem
aplicadas para alunos do ensino médio ou de curso superior,
os resultados podem, eventualmente, ser comparados com as
resolugdes realizadas por meio das férmulas.

Sugerimos ao professor que, antes da aplicagio das ati-
vidades em sala, seja feita uma aula introdutéria. Nessa aula,
explique aos alunos que as atividades devem ser feitas sem uti-
lizar férmulas. Eles devem ler e interpretar o que se pede, e
ap6s a interpretacdo, usar métodos matemdticos véalidos para
resolver os desafios.



ATIVIDADES PROPOSTAS PARA SALA DE AULA 19

Também sugerimos que, nessa aula introdutéria, forme-
-se uma roda de conversa para comentar sobre:

1. O conceito de histéria da matemdtica, que se encontra
no capitulo 2, se¢do 2.2 e 2.3.

2. A histéria dos problemas de contagem desenvolvidos
pelos povos de diferentes identidades culturais, apresen-
tada no capitulo 3. A intengdo é que os alunos conhe¢am
e valorizem a ciéncia produzida por povos poucos estu-
dados, como comentado na se¢do 2.2.1 deste livro.

3. Um pouco das biografias dos trés cientistas estudados,
Frenicle de Bessy, Blaise Pascal e Leibniz, escritas nas
secoes 4.1, 4.2 e 4.3, respectivamente. Seria interessante
mostrar aos alunos uma imagem de cada um deles.

4. O cerne das trés obras usadas nas atividades (Divers
ouvrages de mathématique et de physique: Abregé des
Combinaisons; Traite du Triangle Arithmetique; Dissertatio
de Arte Combinatoria), com apresenta¢do de suas folhas
de rosto, que podem ser encontradas neste livro nas figu-

ras 4,7,e 15.

Para tanto, o professor pode utilizar o contetdo traba-
lhado neste livro nos capitulos anteriores. Pode ser necessirio
o preparo de material complementar para a apresentagio das
imagens e dos textos.

Nessa aula introdutdria, seria interessante trabalhar de
modo interdisciplinar com os professores de histéria e de geo-
grafia, por exemplo, para explicar o contexto social do século
de XVII na Europa e a localiza¢do dos paises em que os estu-
diosos citados viveram. O professor pode aproveitar para ques-
tionar aos alunos a respeito da locomogdo na época discutida.
Por exemplo: Leibniz vivia na Alemanha, mas ficou um tempo
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na Franga, portanto, “como ele chegou até 14?”, “qual tipo de
transporte ele utilizou?” e “quanto tempo levou?”. Trabalhando
de modo interdisciplinar, podemos evitar comentdrios como
“mas estamos em uma aula de matemadtica, por que preciso
ler?” e “aula de matemadtica é somente para fazer contas, por que
tenho que entender o contexto social?”. Além disso, mesmo
utilizando uma metodologia diferente, que fornece resposta a
outros questionamentos, ¢ necessdrio estar preparado para a
tendéncia dos alunos em evitar o “novo”, mostrando a impor-
tincia do estudo da histéria da matematica, instigando sua
curiosidade.

Ap6s a aplicagido das atividades, ¢ importante ter um fee-
dback dos alunos sobre o que foi realizado, podendo-se, inclu-
sive, questiond-los sobre as semelhancas e as diferencas entre
os métodos de resolu¢do dos problemas de contagem do pas-
sado e os atuais.

ATIVIDADE 1: COMBINACAQ MALUCA

- EXERCICIO 11

Objetivo: Apresentar a combinagio simples de quatro letras em
diferentes agrupamentos.

Obra utilizada: Traite du Triangle Arithmetique (1665)

Autor da obra: Blaise Pascal

Um pouco de historia:

Para discutir sobre combinagbes, o matemdtico francés
Blaise Pascal (1623-1662), em 1665, publicou sua obra Traite
du Triangle Arithmetique (Tratado do tridngulo Aritmético),
usando a combinagido de quatro letras: A, B, C e D. Ele propse
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que, se essas letras forem combinadas duas a duas, sem repetir
nenhuma letra, serd possivel fazer seis combinagdes diferentes,
considerando que a combinagdo AB é igual a combinacio BA.
A partir disso, ele mostra o seguinte trecho em sua obra:

Figura 20: Fragmento 3 de Traitte du Triangle
Arithmetique, de Blaise Pascal, pg. 4.

Ie parleray donc en ces rermes.

1 dans 4 fe combine 4 fois.
2 dans 4 fe combine 6 fois.
3 dans 4 fe combine 4 fois.
4 dans 4 fecombine 1 fois,

O1l ainfj. s
La multitade des combinaifons de 1 dans 4 et 4.
1a multitnde des combinaifons de 2 dans 4 eft 6.
La multitude des combinaifons de 3 dans 4 eft 4.
La multitude des combinaifons de 4 dans 4 eft 1.

Fonte: PASCAL, 1665.

No fragmento: “Usarei entdo os seguintes termos.
1 em 4 se combina 4 vezes.
2 em 4 se combina 6 vezes.
3 em 4 se combina 4 vezes.

4 em 4 se combina 1 vez.”.

Desafio proposto: A partir desse fragmento, faga todas as com-
binag¢des com as letras A, B, C e D para demonstrar as quatro

conclusées de Pascal.

Comentdrio: A construgio dessas possibilidades é fundamental
para que os alunos usem os resultados nos préximos exercicios.
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- EXERCICIO 12

Objetivo: Trabalhar combinagio simples, agrupando trés letras
distintas.

Obra utilizada: Dissertatio Arte Combinatoria (1666)

Autor da obra: Gottfried Wilhelm Von Leibniz

Um pouco de historia:

O cientista alemdo Leibniz (1646-1716) publicou, em
1666, em latim, um trabalho sobre combinagdes. A partir de
seu trabalho, foi retirado o seguinte fragmento:

Figura 21: Fragmento 4 de Dissertatio Arte Combinatoria, de Leibniz, pg. 2.

8. Czterum Totum ipfum (& ita Namerus vel Totalitas) difcerpi
in partes ranquam minora tota poteft. id fundamentam eft
Complexionum, dammodo inteliigas dariin ipfis diverfis mino-
ribus totis partes communes, v.g. Totum fit A;B.C. erunt mi-
nora Tota, partes illius, AB,BC.AC: Et ipfa minimarum

Fonte: LEIBNIZ, 1666.

No fragmento: “O todo em si (e, portanto, nimero ou
totalidade) pode ser dividido em partes, inteiros menores,
desde que vocé entenda que existem partes comuns nos dife-
rentes conjuntos menores. Por exemplo, deixe o todo ser ABC;
em seguida, AB, BC, e AC serio suas partes menores [duas a
duas].”. Observe que, nesse caso, AB = BA,BC = CB ¢ AC =

CA, ou seja, a posi¢do das letras ndo importa.

Desafio proposto: A partir desse fragmento, responda:

a) Se o todo for ABC, quantas serdo as partes menores
tomadas uma a uma? Quantas serdo as partes tomadas
duas a duas? Quantas serdo as partes tomadas trés a trés?
Com isso, em todas as condigdes, quantas partes serdo no
total?
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b) Nesse mesmo documento, Leibniz explica que existem
15 diferentes formas de se combinar 4 diferentes “coi-
sas”. Mostre as 15 diferentes formas de combinar as
letras XYZW em todas condi¢bes de associagio, em que
a mudanga de posi¢do das letras ndo importa.

Comentario: Nesse processo de resolugdo das questdes, os alunos
estio trabalhando com a combinagio simples de outras letras,
assim como no exercicio anterior, percebendo que existem agru-

pamentos de diferentes tamanhos e que a ordem desses agrupa-
mentos ndo importa, pois XYZM ¢ igual a YXZM ou ZYXM,

por exemplo.

ATIVIDADE 2: O TRIANGULO ROUBADO

- EXERCICI0 2.1

Objetivo: Construir o tridngulo aritmético.
Obra utilizada: Traite du Triangle Arithmetique (1665)
Autor da obra: Blaise Pascal

Um pouco de historia:

O cientista francés Blaise Pascal (1623-1662) publi-
cou, em 1666, um trabalho sobre o Tridngulo Aritmético.
Entretanto, o tridngulo aritmético foi estudado primeiro por
chineses, islamitas, italianos, alemaes e drabes e somente depois
por Pascal — o francés que ficou com a fama.

Observe as figuras abaixo e dé sua opinido: o tridngulo
é ou nio ¢ de Pascal? Para saber mais, consulte o link: http://
www.mat.ufrgs.br/~portosil/histo2b.html.
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Figura 22: Trabalhos sobre tridngulo aritmético atribuidos a (A)
Abu Al-Karaji (953-1029?) e (B) Yang Hui (1238?-1298?).
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Fonte: VILLALBA; MARTINES, 2005, p. 61.

Abaixo, temos uma reprodugio desse tridngulo segundo
o trabalho de Pascal, com algumas células (quadrados) em
branco.
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Figura 23: TriAngulo aritmético de Blaise Pascal incompleto.

1 2| 3|4 |5|6 |7 |89 )10
11 1 1 1l 1 1 1 1 1 1 1
211
c
3|1
E F
4 (1
5| 1
6 | 1
71
8| 1
@Al
10| 1

Fonte: Adaptado de PASCAL, 1665.

Desafio proposto: Complete as células do Tridngulo Aritmético
anterior com base no fragmento de texto apresentado a seguir,

que explica sobre sua construgio:

Figura 24: Fragmento 4 de Traitte du Triangle
Arithmetique, de Blaise Pascal, pg. 2.

Or les mombres gui (¢ mettent dans chaque cellile (¢ tronucnt par-
cettte methode,

Le nombre de la premiere cellule qui eft & Langle droit eft arbi-
traire , mais celuy-la effant place tous les antres font forcez , € pour
cette raifon il sappelle le G jneratleu: du triangle, Et chacnrn des as-
zres eff [Fecifie’ par cette fenle regle,

Leﬁnﬁé:f a’}: rédgse{;ilﬂle ,{ﬂ égal 2 celuy de Lz ceiule qui ls
precede dans [on rang perpendiculaire, plus celuy de la cellile gui la
precede dans fon rang parallele, Ainfi la cellule F,c'eft 2 dire le nomi-
brede lz cellule F, égale la cellule C, plus la cellule E; ¢ ainfi des

AHETES.

Fonte: PASCAL, 1665.
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No fragmento: “Ora, os nimeros que sio colocados em
cada célula sdo achados pelo seguinte método:

O numero de cada célula ¢ igual ao nimero das células
que a procede na sua fileira perpendicular (vertical) somado
com a da célula que a precede na sua fileira paralela (horizon-
tal). Assim, a célula F; ou melhor, o nimero da célula F, ¢ igual
a célula C mais a célula E, e assim por diante.”.

Comentdrio: Alguns alunos ja podem estar familiarizados com o
triingulo. A inten¢do de pedir o preenchimento do tridngulo é
aproximar o aluno do tridngulo apresentado especialmente por
Pascal, que serd usado nos exercicios seguintes para tratar das

combinagdes.

- EXERCICI0 2.2

Objetivo: Reconhecer a combinagdo simples no Tridngulo

Aritmético.

Obra utilizada: Traite du Triangle Arithmetique (1665)
Autor da obra: Blaise Pascal

Um pouco de historia:
Blaise Pascal, ao estudar combinagdes usando tridngulos
aritméticos, apresentou a seguinte proposi¢ao:
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Figura 25: Fragmento 5 de Traitte du Triangle
Arithmetique, de Blaise Pascal, pg. 7.

Propofition 1.

En tout Triangle Arithmetique , la fomme des cellules
d’vnrang parallele quelconque, égale la multitude des
combinaifons, de 'expofant du rang, dans 'expofant
du Triangle.

Fonte: PASCAL, 1665.

No fragmento: “Em todo tridngulo aritmético, a soma das
células de uma [linha] qualquer ¢ igual & quantidade de com-
binagdes do expoente da [linha] no expoente do Tridngulo.”.

Desafio proposto: Usando uma das combina¢bes mostradas no
exercicio 1.1 e na figura abaixo, exemplifique a proposi¢do de
Pascal.

Figura 26: TriAngulo aritmético de base 4.

Expoentes do triangulo
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Fonte: Gerado pelas autoras, 2020.



88 ANALISE COMBINATORIA: UM ESTUDO USANDO A HISTORIA DA MATEMATICA EM SALA DE AULA

- EXERCICI0 2.3

Objetivo: Reconhecer a combinagdo simples no Tridngulo
Aritmético.

Obra utilizada: Traite du Triangle Arithmetique (1665)

Autor da obra: Blaise Pascal

Um pouco de histéria: Outra proposi¢do também foi apresentada

por Blaise Pascal:

Figura 27: Fragmento 6 de Traitte du Triangle
Arithmetique, de Blaise Pascal, pg. 8.

Propofition 2.

Le nombrede quelque cellule que ce foit, égale la mulei-
tude des combinaifons d’vn nombre moindrede I'vnité
que I'expofant de {on rang parallele , dans vn nombre
moindre de 'vnité que I'expofant de fa bafe.

Fonte: PASCAL, 1665.

No fragmento: “O nimero de qualquer célula é igual a
quantidade de combinagdes do expoente da sua [linha], menos
uma unidade (1), no expoente do Tridngulo, menos uma uni-

dade (1).”.

Desafio proposto: Usando uma das combinagées mostradas na
Atividade 1 e na figura abaixo, exemplifique a proposi¢io de

Pascal.
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Figura 28: Tridngulo aritmético de base 5.

Expoentes do triangulo

Expoentes 241 2 3
da linha 3t 1 3
4t 1.

'

Fonte: Gerado pelas autoras, 2020.

- EXERCICI0 2.4

Objetivo: Reconhecer a relagio entre combinagdes de diferentes
quantidades de elementos sob diferentes agrupamentos.

Obra utilizada: Dissertatio Arte Combinatoria (1666)

Autor da obra: Gottfried Wilhelm Von Leibniz

Um pouco de historia:

Estudando sobre combinagdes, o cientista alemio Leibniz
(1646-1716), em sua publicagio de 1666, observou uma rela-
¢do entre as combinagdes de diferentes quantidades de ele-
mentos. Observe este fragmento:
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Figura 29: Fragmento 5 de Dissertatio Arte Combinatoria, de Leibniz, pg. 6.
2. complexiones antgcedentes,  Generaliorem mm!um nos de-
,» teximus, fpecialis eft vulgatus. : Solutio 'iLliug talis c-ﬁ: ad-
,, dantur complexiones exponentis antecedentis 8 dati denu-
mero antecedenti, produdtum eruntcomplexiones quafite
v.g. efto namerus datus-4, exponens datus 3, addantur dF hu-

Fonte: LEIBNIZ, 1666.

No fragmento: “Adicione a quantidade de variagdes do
nimero precedente ao nimero de elementos dado, agrupados
sob o nimero precedente ao expoente dado, com a quantidade
de variagdes do nimero precedente ao nimero de elementos
agrupados sob o expoente dado.”.

Para representar sua explicagio, Leibniz apresentou uma
tabela (Figura 30) com o resultado das combinagées de ele-
mentos de 1 a 12 em agrupamentos de 1 a 12, que sdo deno-

. « »
minados “exponentes”.

Desafio proposto: Analise a frase apresentada no fragmento e com-
plete a tabela de Leibniz com os 9 valores que estdo faltando. Em

seguida, responda as questdes propostas.
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Figura 30: Fragmento 2 adaptado de Dissertatio
Arte Combinatoria, de Leibniz, pg. 7.

TABLE x

ol 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1

1] 01 2 3 4 5 6 7n 8 9m 10b e 12

2/ 0 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 66

3l 0 0 0 1 4 10 2 35 S 84 120 165 220

4/ 00 00 1 s 15 35 126 210 495
25/ 00 0 0 0 1 6 21 56 126 252 462 792 g
E 6/ 00 00 0 0 1 7 228 210 3

710000 0 0 0o 1 8 3 120 330 7 §
g8/ 0000 0 0 0 o0 1 9 165 495

9/ 00 00 0 0 0 0 O 1 10 55

0/ 00 00 0 0 0 0 0 O 1 66

1N, 00 00 0 0 0 0 ©0 ©0 0 112

2/ 0000 0 0 0 0 ©0 ©0 0 0 1

*| 0 13 7 15 3. e 127, 255 s1. 1023 2047. 4095

t] 12 4 8 16 32 64 128 256 S12. 1024. 2048. 4096.

* The complexions taken simply (or the sum of the complexions of all given exponents),
added to 1, equal the total of a geometric progression with base 21.20

Fonte: LEIBNIZ, 1989 (Adaptado).

a) Qual foi o critério utilizado para preencher a tabela de Leibniz?
b) Por que existem virios O (zeros) na tabela?
¢) Analise os nimeros nalinhado simbolo *. O que eles representam?

d) Analise os nimeros nalinhado simbolo t. O que eles representam?
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ATIVIDADE 3: PERMUTA-A-ACAQ

- EXERCICIO 8.1

Objetivo: Reconhecer o fatorial e as caracteristicas da permutagio
simples.

Obra utilizada: Dissertatio Arte Combinatoria (1666)

Autor da obra: Gottfried Wilhelm Von Leibniz

Um pouco de historia:

Leibniz apresentou uma tabela (Figura 19) em que
observa a relagdo entre as permutagdes de diferentes quanti-
dades de elementos. A partir dessa tabela, o filésofo concluiu
7 teoremas.

Desafio proposto: Analise a tabela e, a partir das palavras e dos
numeros do quadro a seguir, complete as frases com as conclusoes
que podem ser obtidas para enunciar adaptagtes dos teoremas de
Leibniz.

36 2 36 3 6 0 (zero)
840 24 600 40 18 pares
dividindo | multiplicada | permutagdo | posteriores | diferen¢a | dividido

some igual anterior

a) Todos os nimeros das permutagdes sio

b) Todas os resultados das permutagbes com elementos iguais ou
superiores a 5 terminam em

c) Todas as somas dos algarismos das permutagbes serdo sempre
multiplos de quando o nimero de elementos for igual
ou superior a 4.

d) Qualquer permutagio divide todas as permu-

tagoes
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e)

f)

Os numeros das permutagdes levam a conversio da sequéncia
numérica em harmoénica (musica). As permutagdes do nimero

5 sdo 120; esse valor pelos nimeros 1, 2, 3,4 ¢
5, obtém-se 120, 60, ,30¢€ , assim, temos a sequéncia
harmoénica.

Ao se duplicar qualquer permutagio e subtrair dela o produto

do nimero do elemento anterior pela desse
elemento, o resultado sera a das duas

permutagdes envolvidas. Exemplo: tomando o nimero de per-
mutagdes de 6 elementos, teremos: 720. - 5.120 = 1 440 —
= 840; 720 + 120 =

Se uma permutagio for por si mesma e o
produto for pela quantidade de elementos ante-
rior, o resultado serd igual a entre a permuta-

¢do especificada e a seguinte. Exemplo: Tomando 6 permutagdes
(elemento 3), fazemos 6.6 = , depois :2 (elemento
anterior) = 18;24—__ =

Comentdrio: Para essa atividade, se o professor achar necessa-

rio, pode-se retirar o quadro com todas as palavras e nimeros a

serem preenchidos nas frases, lembrando que ele orienta melhor

os alunos.

- EXERCICI0 8.2

Objetivo: Reconhecer anagramas sem repeticio de letras.
Obra utilizada: Abregé des Combinaisons (1693)
Autor da obra: Bernard Frenicle de Bessy

Um pouco de historia:

No trabalho de 1693 sobre combinag¢des de letras, conhe-

cido por “anagramas”, do cientista francés Bernard Frenicle de

Bessy (16042-1674), existe o seguinte fragmento:
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Figura 31: Fragmento 2 de Abregé des Combinaisons,
de Frenicle de Bessy, pg. 46.

ebie - Voicy la differente difpofition qu'on peut donner & quatre chofes,
obei afin de faire voir de quelle fagon on les arrangera pour n’omettre aucu-
eibe nedifpofition. Onfepropofera premi¢rement quelqueordre, commeen
oieb cesquatrelettres o,b,4,¢. La ptcmiérc foit ¢, la feconde &, &c. il faue
oebhi enrctenant la premiére changer Pordre desderniéres. Ainfi, ayant placé
oeib & difpoféles quatre lettres felon cée ordre, jeretiens ¢, que je laifle toii-
boie joursaupremier lieu , & jechange les trois autres b, 7, e, en toutes les fa-
boei cons poflibles quifont 6, & pour ces 6, on obfervera encore la mefme
bioe r(‘glc; & ainfi parce que je trouve b, le Prrmicr dl:55 R jr:le reticns, & je
bico change les deux autres i, ¢, en routes les fortes , quifont 2, {cavoir i, e,
beoi &e,i.

Fonte: Académie Royale des Sciences, Paris, 1693.

No fragmento, entendemos que: “Aqui estd a disposigdo
diferente que pode ser dada a quatro [letras], a fim de mostrar
como elas serdo organizadas para nio omitir nenhuma dispo-
si¢do. Primeiro, proporemos alguma ordem com essas quatro
letras: o, 4, 7, e. A primeira letra o, segunda 4 e depois i, [por
ultimo] e. Vocé deve primeiro mover a ordem dos ultimos.
Assim, tendo colocado as quatro letras nesta ordem, retenho
0, que sempre deixo em primeiro lugar, e troco 4, i e e, de todas
as maneiras possiveis, que sio 6 [...]. [Depois retenho 4 em
primeiro e troco as outras trés letras, e assim por diante.]”.

Desafio proposto:
Analisando o fragmento, responda:

a) Qualarelacio dasequéncia de letras que aparece do lado esquerdo
do fragmento com os escritos de Frenicle no fragmento?

b) A sequéncia de combinagdes das letras escritas no fragmento estd
completa? Quantas combinagdes podem ser feitas, fixando-se
uma letra inicial e mudando apenas as outras trés letras?

¢) Escreva os anagramas que estio faltando na sequéncia apresen-
tada ao lado esquerdo do fragmento. Quantos anagramas sdo no
total?
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d) Paradeterminar a quantidade de anagramas de uma sequéncia de
letras, é sempre necessdrio seguir o procedimento de Frenicle e
descrever todas as possiblidades? Existe um método mais rdpido
para determinar a quantidade de anagramas da combinagio de 4
letras distintas sem precisar escrever todas as possiblidades?

Comentario: Nesse processo de resolugdo das questdes, os alunos
estdo trabalhando com permutagio simples e calculando o fato-
rial de 4, sem mencionar tais termos.

- EXERCICI0 3.3
Objetivo: Aplicar a permutagio em situagdo de reposigio de
elementos.

Obra utilizada: Abregé des Combinaisons em Divers ouvrages de
mathématique et de physique (1693)
Autor da obra: Bernard Frenicle de Bessy

Um pouco de historia:
Em seu livro, Frenicle quantifica as diferentes possiblida-
des de se retirar cartas de um baralho qualquer. Observe:

Figura 32: Fragmento 3 de Abregé des Combinaisons,
de Frenicle de Bessy, pg. 48.

Cetre combinaifon fe trouve, prenant la multitude des chofes pour 'expo -
fant d'une puiflance, qui a pour racine la diverfite des chofes combinées : ainfi
pour fgavoir en combien de fagons on peut avoir & arranger ou jofiér les
douze cartes prifes dans douze jeux de piquer de trente-fix cartes chacun, afin
qu'on en puifle avoir tant de femblables qu’on voudra, il faut prendre 36 pour
racine, & 12 pour lexpofant de la puiflance.

Ce fera doncla douziéme puiffance de36. -

Sionne prenoit qu'une carte , ONNAUr0It que 36 variétez.,

Sion en prenoit 2, on auroit 1296 variétez,, fgavoirle quarré de 36,

Pouir trois cartes, on prendroit le cube de 36. Pourquarre, le quarre quarré.
Pour cing, la ¢cinquiéme puiffance des6. 8 ainfi des aurres.

Fonte: Académie Royale des Sciences, Paris, 1693.
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No fragmento: “Essa combinagio [de possibilidades de
retirada] é encontrada, elevando a quantidade de cartas ao
expoente da quantidade retirada [...]. Assim, para saber quan-
tas combinacdes distintas alguém pode encontrar ao retirar
dozes cartas de um baralho com 36 cartas distintas, [com repo-
sicdo das cartas], [...] vocé precisa pegar 36 como base e 12
como expoente.

As combina¢des serio a

poténcia de 36.
Se pegdssemos apenas uma carta, terfamos apenas
variagoes.

Se pegdssemos duas delas, teriamos 1 296 variedades, [isto €], o

de 36.
Para cartas, pegariamos o cubo de 36. Para
cartas, o quadrado de . Para cinco, a quinta

de 36 e assim por diante.”.

Desafio proposto:
A partir do fragmento, faga o que se pede:

a) Preencha o fragmento com as palavras/nimeros que estdo fal-
tando para compreender a mensagem de Frenicle.

b) Apés completar as frases, o que podemos concluir com esse
fragmento?

¢) Se nio houver reposi¢io das cartas, tirando 10 cartas distin-
tas, como podemos representar a quantidade de combinacdes
possiveis?
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ATIVIDADE 4: GRAMA DE QUEM?

- EXERCICIO 4.1

Objetivo: Reconhecer anagramas com repeticio de letras.

Obra utilizada: Abregé des Combinaisons em Divers ouvrages de
mathématique et de physique (1693)

Autor da obra: Bernard Frenicle de Bessy

Um pouco de historia:

Em seu estudo sobre combinag¢tes publicado em 1693, o
cientista francés Bernard Frenicle de Bessy (1604?-1674), apés
comentar sobre os anagramas no texto, escreve o seguinte:

Figura 33: Fragmento 4 de Abregé des Combinaisons,
de Frenicle de Bessy, pg. 47.

De mefme pour cette diltion, Ebene, on prendra 120, qui cft la
combinaifon de 5, i caufe de fes cinq lettres; mais parce que parmi
cescinglettres il y ena trois femblables , je divife 120 parla combia
naifon ﬂe.;, {cavoir par 6, & le quotient 2 o ferala mulzitude des ana-
grammes de cetee dition.

‘Onvoiticy les 2.0 variétez decescing lettres , qui pourront donnei
& connoiftre comment onpourrafaire les variétez des {itnations, quand
les chofes ne fongpas toures différentes,

Fonte: Académie Royale des Sciences, Paris, 1693.

No fragmento: “Da mesma forma, para a [palavra], Ebene,
[temos] 120 [combinagdes], que é a combinag¢io de 5 em 5,
por causa de suas cinco letras: mas, por causa de cinco letras,
ha trés similares [e], eu divido 120 pela combinagio de 3 [que
é] 6, e o quociente 20 serd a quantidade de anagramas dessa
[palavra].”.

Desafio proposto: A partir do fragmento, responda:
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a) Quantos sio os anagramas da palavra ebene, proposta por
Frenicle? Escreva todas as possibilidades.

b) Relacione a quantidade de anagramas encontrados com o escrito
de Frenicle.

Comentdrio: Esse exercicio é uma continuagdo dos exercicios rela-
cionados a obra de Frenicle de Bessy. Nesse processo de resolugio
das questdes, os alunos estdo trabalhando com permuta¢io com
repeticdo, percebendo que, nesse caso, é preciso dividir o total de
possibilidades pelas repeti¢ées da letra E.

- EXERCICI0 42

Objetivo: Reconhecer anagramas com repeticdo de letras.

Obra utilizada: Abregé des Combinaisons em Divers ouvrages de
mathématique et de physique (1693)

Autor da obra: Bernard Frenicle de Bessy

Um pouco de historia:

Ao discutir sobre combinagdes em que alguns elemen-
tos se repetem, como letras ou nimeros, Frenicle apresenta o
seguinte:

Figura 34: Fragmento 5 de Abregé des Combinaisons,
de Frenicle de Bessy, pg.s 50 e 51.

owil fetrouve plufieurs chofes femblables, ont fore peu devariérez d'ordre,
par exemple , fion a quatre chofes, clles feront confiderées confufément, foit
qu'onles prenne toutcs differentes, comme 4,6, ¢, d, ou deux {femblables, &
deux autres différentes , comme 4, 4, b, ¢, ou trois femblables , & une autre
comme, 4,4, 4,6, ou deux d'une forte & devnx d'uneautre, comme &, 4, &, &,
ouenfin toutes quasre femblables comme, 4,4,4,4, ou, b,6, 4, 6.
o, b,c,dfechangeen] fagons; 4,4,b,¢en[_ | a,4,4 b en
s #»a.b.b en[|, & cnfin 4, 4, 4, 4, ne peut citre difpofé que dT—Jforte,
& n’a aucunordre : mais voicy comme on en ﬁ'zp_arcra lordre.

Fonte: Académie Royale des Sciences, Paris, 1693.
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No fragmento: “onde existem vdrias ‘coisas’ semelhan-
tes, hd pouca variagio de ordem [na determinagio das com-
binagdes], por exemplo, se tivermos quatro coisas, elas serdo
consideradas diferentes ou as consideraremos todas diferentes,
como a, b, ¢, d, ou dois semelhantes, e dois outros diferentes,
como 1, a, b, ¢, ou trés semelhantes, e outro como, a, a, a, b ou
dois de um tipo e dois do outro, como, a, a, b, b ou, finalmente,
todos os quatro semelhantes como, a, a,a,a ou b, b, b, b.

A, b, ¢, d é alterado em maneiras; a, a, b, ¢ em
;a,a,a,bem ;a,a,b,bem e, finalmente,
a, a, a, a, s6 podem ser organizados em tipo e nio tém

ordem, é assim que a ordem ser4 separada.”.

Desafio proposto: No fragmento acima, complete cada caso das
combinagdes propostas por Frenicle com os nimeros que faltam
e apresente as combinacoes feitas para a determinagio desses

valores.

ATIVIDADE 5: MATEMATICA E MAGICA

- EXERCICIO 5.1

Objetivo: Reconhecer o quadrado mégico.

Obra utilizada: Des quarrez magiques em Divers ouvrages de mathé-
matique et de physique (1693)
Autor da obra: Bernard Frenicle de Bessy

Um pouco de historia:

Em seu estudo sobre combinagées de 1693, o cientista
francés Bernard Frenicle de Bessy (16047 -1674) publicou
sobre os quadrados madgicos, que sdo divididos por células
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preenchidas por nimeros consecutivos. De seu trabalho, foi
retirado o seguinte quadrado magico:

Figura 35: Fragmento 1 de Des guarrez magiques, de Frenicle de Bessy, pg. 423.
A B

sl 4

1 :r.] 61719

8 ll.ol 11) g

13] 3|z 16

Fonte: Académie Royale des Sciences, Paris, 1693.

Ele diz que “O quadrado A, B, C, D, foi dividido em 16
células, e as células foram preenchidas com nimeros consecu-
tivos de 1 até 16”.

Desafio proposto: Analisando o quadrado, descubra o objetivo de
Frenicle com a disposi¢do dos nimeros na forma apresentada.

Comentdirio: Com esse exercicio, propde-se que o aluno compre-
enda ou relembre o “segredo” do quadrado mégico, investigando a
relagdo entre os nimeros. Para isso, o aluno ird descobrir a defini-
¢do dos quadrados magicos sem que o professor o informe.

- EXERCICI0 5.2
Objetivo: Reconhecer as combina¢oes em quadrados mdgicos e
montar quadrados magicos.

Obra utilizada: Des quarrez magiques em Divers ouvrages de mathé-
matique et de physique (1693)
Autor da obra: Bernard Frenicle de Bessy
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Um pouco de historia:

Ao longo da construgio dos quadrados mégicos, Frenicle
apresenta que:

Figura 36: Fragmento 2 de Des quarrez magiques, de Frenicle de Bessy, pg. 423.

La fomme du plus grand 8 du moindre nombre de ceux qu'on veur em-
ployer dans les cellules du quarré magique cftant multipliée par la moitié du
cofté du quarré, donne la fomme de chaque ligne. Ainfi au quarré qui a 16
cellules, fi le moindre nombre eft 1, & lc plus grand 16, & qu'on multiplie
leur fomme 17 par 2, qui eft la moitié de 4, coft¢ de 16, on aura 34 pour le
nombre requis,

Que fi le quarré magique eft impair , on multiplierala moiti¢ de la fomme
des deux nombres extrémes par le cofté du quarré. Ainfi quand on aura rem-
pli le quarré qui a 2y cellules, fi le moindre des nombres eft 1, & le plus
grand z5,. chaque ligne contiendra 65

Fonte: Académie Royale des Sciences, Paris, 1693.

No fragmento: “A soma do maior e o menor nimero
daqueles que queremos empregar nas células do quadrado
magico sendo multiplicado pela metade da ordem do qua-
drado, fornece a soma de cada linha. Entéo, no quadrado que
tem 16 células, se 0 menor nimero for 1 € o maior 16, vocé
multiplicard sua soma 17 por 2, que é metade de 4, teremos
34 [...]. Se o quadrado magico tem ordem impar, multiplique
metade da soma dos dois nimeros extremos pela ordem do
quadrado. Entdo, quando nés preenchemos o quadrado que
possui 25 células, se 0 menor nimero for 1 e o maior 25, cada
linha conterd soma 65.”.

Desafio proposto:

Com base nas regras escritas por Frenicle, faga o que se
pede:
a) Se for elaborado um quadrado mégico de ordem 3 preenchido

com os numeros de 1 a 9, qual serd a soma das linhas, das colunas
e das diagonais desse quadrado?
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b) Escreva todas as possiveis somas que resultam no nimero encon-
trado no item anterior. Para as somas, use trés nimeros naturais
distintos de 1 a 9.

¢) Quantas possibilidades de somas foram encontradas no item
anterior?

d) Construa 3 quadrados mégicos distintos de ordem trés usando
os nimeros de 1 a 9. Dica: coloque o nimero 5 no centro do

quadrado.

e) Quantos quadrados magicos distintos de ordem trés podem ser
construidos usando os nimeros de 1 a 9?

ATIVIDADE 6: ORDEM DE QUEM?

- EXERCICI0 6.1

Objetivo: Reconhecer o arranjo simples.

Obra utilizada: Dissertatio Arte Combinatoria (1666)
Autor da obra: Gottfried Wilhelm Von Leibniz

Um pouco de historia:

Na publicagio de 1666 do cientista alemdo Leibniz
(1646-1716) temos o fragmento:
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Figura 37: Fragmento 6 de Dissertatio Arte Combinatoria, de Leibniz, pg. 2.

nora Tota, partes illius, AB. BC.ACG: Etipfa minimarum
partium, fen pro minimis {uppolitarum (nempe Unitatumn ) di-
fpofitio,inter fe & cum toto, que appellatur fity, potelt variari.

Fonte: LEIBNIZ, 1666.

No fragmento: “A disposi¢io das partes menores, ou das
partes consideradas menores (isto ¢, as unidades) em relagio
uma a outra e ao todo também pode variar.”.

Desafio proposto:

a) Desse fragmento, entendemos que se AB for diferente de BA,
mais combina¢des devem ser contabilizadas em relagio a AB
igual a BA. Assim, tomando ABC como o todo, quantas partes
seriam?

b) Usando o mesmo critério do item (a), tomando XYZW como o
todo, quantas partes seriam?

Comentario: Nesse processo de resolugdo das questdes, os alunos
estdo trabalhando com arranjo, percebendo que existem agrupa-
mentos de diferentes tamanhos e que a ordem desses agrupamen-

tos importa, pois XYZM ¢ diferente de YXZM ou ZYXM, por
exemplo.
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partir dos objetivos tracados para a realiza¢do do trabalho
de conclusio do curso em licenciatura em matemdtica da
Universidade Federal do Tridngulo Mineiro (UFTM), encon-
tramos publica¢ées que discutem a viabilidade do uso da his-
téria da matemitica no ensino-aprendizagem em sala de aula,
porém, poucos trabalhos disponibilizam materiais para colocar
essa metodologia em pratica. Essa caréncia foi observada prin-
cipalmente em relagio ao conteido de anilise combinatéria.
Com isso, a proposi¢io do minicurso e a estruturagdo desse
livro foi um desafio que procura preencher parte dessa lacuna.
Foi possivel verificar que a histéria da andlise combi-
natdria nio é recente e data desde a construgio dos sistemas
de numeragio que usavam combinagdes em sua composi¢ao.
Embora nio existam muitos registros ou tradu¢des que permi-
tam o uso de alguns materiais em sala de aula, hi comprova-
¢oes de estudos do contetdo por chineses e drabes no formato
ja préximo ao dos europeus do século XVII. Isso nos mostra
que a histéria da analise combinatdria possui bases simples nos
nimeros e na aritmética, o que permite que ela seja estudada
e discutida por diversos povos, culturas e contextos. Essa ideia,
quando trabalhada em sala de aula, permite ao aluno se apro-
ximar melhor do conteddo.
Na anilise das obras de trés diferentes autores do século
XVII, publicadas em datas préximas, observou-se uma
semelhanca entre os estudos e as discussoes, sendo algumas
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influenciadas pela religido. Todas as obras permitiram a reti-
rada de fragmentos para a elaboragio das atividades.

Foi possivel observar, nas obras estudadas, que seus auto-
res ndo apresentaram as combinagdes, as permutagdes ou 0s
arranjos dentro de um contexto de solug¢ées de problemas pra-
ticos, mas sim no campo abstrato em que a matemdtica tra-
balha. Isso se deve, possivelmente, por serem obras do século
XVII, quando jd existiam as universidades, as sociedades cien-
tificas e as revistas para a divulga¢do dos resultados alcangados.
A matemitica desenvolvida e praticada estava tomando outros
rumos.

Com a elaboragio desse trabalho, concordamos com Fossa
(2013, p. 8), quando diz que: “a matemdtica é uma parte — uma
parte importante — da cultura maior e sé podemos alcangar
uma boa compreensio de uma ou outra se compreendermos
como as duas se inter-relacionam.” O uso de histéria permite
essa inter-relacdo para uma melhor compreensio da cultura de
estudo e da discussio da andlise combinatdria, isto €, do con-
texto (época) em que o contetdo foi estudado.

A ideia ndo é propor uma mudanga radical na forma de
ensino, mas complementar o ensino, usando e valorizando a
histéria da matematica. Além disso, a proposta também nio foi
abarcar toda a histéria da andlise combinatéria para o ensino,
mas mostrar que pequenos fragmentos da histéria podem ser
grandes ferramentas de ensino.

O contato dos alunos com os fragmentos pode trazer um
novo interesse pelo conteddo, ja que ¢ uma abordagem pouco
aplicada em sala de aula. Serd um desafio ao raciocinio dos alunos.

O desenvolvimento do presente trabalho, em alguns
momentos, ressaltou os desafios das pesquisas na drea de
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histéria da matemitica, que incluem a dificuldade de encon-
trar os documentos originais, problemas de compreensio da
escrita dos documentos originais e no processo de tradugio,
que ¢ delicado e demorado. Além disso, foi possivel encontrar
a tradugdo para o portugués de apenas uma das obras estuda-
das. Isso pode ser reflexo do tempo e do trabalho que as tradu-
¢oes demandam e também da existéncia de poucas pesquisas
brasileiras voltadas para a histéria da matemitica. Essa mesma
falta de ateng¢do foi observada no documento curricular atual
brasileiro. E preciso reconhecer as contribui¢ées do passado
para a producido do presente e inserir, em tais documentos,
a histéria como metodologia de ensino, como sugerido pelo
PCN de matemitica.

O uso da histéria da matemitica nesse processo de ensino
pode ser um caminho novo e promissor aos professores de
matemitica, facilitando a compreensio dos alunos sobre um
conteudo tdo rejeitado na sala de aula, como é o caso da anilise
combinatéria. E necessério ir além do tradicional.

Nesta publicagio, as atividades ficam a disposi¢io de pro-
fessores de matemitica para o uso na sala de aula, com pos-
siblidade de adaptagdes. Espera-se que as atividades sejam
aplicaveis ao 8° ano do ensino fundamental e que melhorem
o interesse e o desempenho dos alunos quanto ao raciocinio
combinatério. Propde-se, inclusive, que as atividades sejam
usadas no ensino médio e no ensino superior de matemitica.

Em suma, propomos o aproveitamento dos recursos tec-
nolégicos atuais para (re)visitar o passado e valorizar nossas
bases. Por isso, ao professor que deseja aplicar as atividades,
¢ necessdrio atencdo, leitura, persisténcia, preparo e paciéncia
com desafios que essa nova metodologia propoe.
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